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Capitulo 1

Equacoes Diferenciais

1.1 Introducao

Uma equacao da forma

dr |
dt’ T dtr

F(t, x, =
onde x é a incoégnita e funcdo de uma varidavel, chama-se equacdo diferencial
ordindria.

Aplica-se tais equacoes as leis gerais da Fisica, Biologia, Economia. Também
inimeras questoes da propria Matematica sao formuladas por equacoes diferenciais
ordindrias, como por exemplo, questoes de Topologia, Geometria Diferencial e
Calculo Variacional.

O estudo das equacoes diferenciais ordinérias iniciou-se com os métodos do
Calculo Diferencial e Integral, desenvolvidos por Newton e Leibniz no final do século
XVII. Esses métodos conduziram a consolidacao das Equagoes Diferenciais como um
novo ramo da Matematica, que se transformou em disciplina independente no inicio
do século XVIII.

No fim do século XVIII a Teoria das Equacoes Diferenciais se transformou
numa das disciplinas matematicas mais importantes e o método mais efetivo para
a pesquisa cientifica. As contribuicoes de Euler, Lagrange, Laplace e outros
expandiram de maneira notavel o conhecimento dentro dos calculos das Variacoes,
Mecanica Celeste, Teoria das Oscilacoes, Elasticidade, Dinamica dos Fluidos, etc.

No século XIX passou-se a considerar como questao prévia em cada problema
a existéncia e unicidade de solucoes satisfazendo dados iniciais. Este ¢ conhecido
como o Problema de Cauchy.

Em 1881, Poincaré publica um trabalho em que sao lancadas as bases da Teoria
Qualitativa das Equacoes Diferenciais. Esse trabalho da a base para o estudo da
Estabilidade das solugoes de um sistema de EDO.



1.2 Teoria das Equacoes Diferenciais Lineares

Uma equagao diferencial linear de ordem n ¢ uma equacao da forma

d"y dnfly dy
Podemos admitir, por simplicidade, que as funcoes Py, - - - , P, e G sejam funcoes

reais e continuas num intervalo I : a < x < 3, e que Py nao tenha nenhum zero
neste intervalo. Entao podemos reescrever a equagao (1.1) do seguinte modo

ar dn—l
X

Se definimos um operador L na forma:

dny dn—ly dy

Liyl: = —2 -4, - 4+,

lyl: = o (@) g e D (2) A e (2) y

entdo L é dito um operador linear de ordem n e a equacao (1.2) é dada na seguinte
maneira

Lly] = g () (1.3)

Consideremos a equacao diferencial linear (1.3) com as condi¢oes iniciais

(n—1)

y (o) = o, ¥ (w0) =v1,---, ¥ (To) = Yn-1, (1.4)
onde xg € I € Yo, Y1, " ,Yn—1 € um conjunto de constantes dadas.
Teorema 1 Se as fungoes p1,pa,...,pn € g forem continuas no intervalo aberto I,

entdo existe somente uma solugao y = ¢(x) da equacao diferencial (1.2) que obedece
as condigoes iniciais (1.4) . Esta solugao existe sobre todo o intervalo 1.

1.3 Equacao Homogénea

Considere a equacao homogénea

dny dn—ly dy
— o Do —= 4+ Dn =0 1.5
dm”+p1(x) dac”*l—i_ + Pn-1 () d:c+p (z)y (1.5)
se y1(x),y2(x), -, yn(x) forem solucoes da equacao (1.5) temos que
y=c1yr (x) + cayo () + - + oy (2) (1.6)
é também uma soluc¢do da equagao (1.5), com ¢y, -+ , ¢, constantes arbitrarias.

Fazemos a seguinte questao: Toda solugao de (1.5) pode ser escrita na forma
(1.6)?



Isto ¢ verdade se independente das condigdes iniciais (1.4) for possivel escolher
constantes ¢y, -- - , ¢, de modo que (1.6) obedeca tais condigbes, ou seja, devemos
ter

c1y1 (o) + -+ + Caln (To) = Yo
cryy (o) + -+ + ey (70) = 1
. (1.7)

(n—1) (n—1)

cr Y1 (zo) + -+ ¢ Un (T0) = Yna

As equagoes (1.7) podem ser resolvidas univocamente nas constantes ¢y, -+ , ¢, se o
determinante dos coeficientes for nao nulo. Desse modo, uma condicao necessaria e
suficiente para a existéncia de solugao para as equagoes (1.7), com valores arbitrarios
Yo, Y1, - »Yn—1 € a de que o Wronskiano

Y1 Y2 = Un

/A

Wiy, yn) = : : :

(n-1) (n-1) (n—1)

Y1 Y2 = Un
nao seja nulo em x = zy. Uma vez que xy pode ser qualquer ponto do intervalo I, é
necessario e suficiente que W(yy,- - ,y,) nao seja nulo em todo ponto do intervalo.
Pode-se mostrar que se y; (), y2(x), -+, y,(x) forem solucées da equagao diferencial
(1.5), entdo W(y1,- -+ ,y,) ou é nulo para todo x no intervalo I, ou nunca se anula

nesse intervalo.

Teorema 2 Se as funcoes py, - -+ , p, forem continuas no intervalo I, e se as fungoes
y1(x),y2(), -+ ,yn(x) forem solugdes da equacao (1.5) e se Wy, ,yn) # 0 para
pelo menos um ponto de I, entao qualquer solugao da equagdo (1.5) pode ser expressa
como combinagao linear das solugées yy(x), ya(x), -, yn(x).

Um conjunto de solugoes yi(z),y2(z), - ,yn(z) da equacdo (1.5) cujo
wronskiano nao é nulo é um conjunto fundamental de solugoes.



Capitulo 2

Equacoes Diferenciais Ordinarias de
Primeira Ordem

2.1 Equacoes de Primeira Ordem

Neste capitulo iremos introduzir os conceitos de equagoes diferenciais de primeira
ordem e algumas aplicagoes.
A forma geral das equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem é:

¥ = f(t,x), (2.1)

onde f: Q — RV, esta definida em cada ponto (¢, ) de um aberto @ C R x RY =
RN+1.

No estudo da equagao (2.1) encontramos dois problemas bésicos:
(i) Obter sua solucao geral;

(ii) Obter solucao do problema de valor inicial (PVI)

{ v =ftz) (2.2)

l’(to) =X

Este problema é conhecido como Problema de Cauchy.

Definigao 1 Uma funcao diferencidvel ¢ : I C R — RY chama-se solugdo do (PVI)
(2.2) quando:

(1) (t,0(t)) € Q, para todo t € I;
(i) ¢'(t) = f(t,¢(t)), para todo x € Q;
(iii) ¢(to) = wo.



Para melhor compreender esses problemas é importante ver o significado geomé-
trico da equacao diferencial.

(1, x)

X(t) -

t

=V

figura 5.1

A funcao f define em Q2 um campo de direcoes, quando associa a cada ponto

(t,x) a reta:
l(t,x): & —x = f(t,x)(T —1)

de “declividade” f(t,z) que passa por (¢,z). A equagdo (2.1) coloca o problema de
encontrar (quando existem) as curvas passando por (o, o) cujas retas tangentes em
cada ponto coincidem com as dadas pelo campo de direcoes.

Trataremos a seguir de alguns tipos de equacoes diferenciais ordinarias de
primeira ordem e algumas aplicacoes.

2.2 Equacoes Diferenciais Lineares de Primeira
Ordem

A forma geral das equacgoes diferenciais lineares de primeira ordem é:

£(t) = p(t)z + q(1), (2.3)
dx

onde p, q : (a,b) — R sao fungbes continuas e & = e

Consideremos o seguinte (PVI):

{ () = p(t)r +q(t) (2.4)

.I'(to) = X

Mostraremos como encontrar a solugao do (PVI) (2.4). Para isto, utilizamos o
auxilio de um fator integrante p : R — R, que é dado por

plt) =e Jig P()ds.
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Assim, temos
t t
o~ Jig P()ds (& — p(t)x) = q(t)e” Jig pls)ds
Equivalentemente,

d -t s)as — [t s)as
E(me [y P(8)d ) = q(t)e Jig P(s)ds

Integrando, obtemos

t ;
e Jio P _ Lo = / q(s)e” Jio PO g

to

Logo,
t t t
x(t) = moefio p(s)ds +/ q(s)efs Py g (2.5)
to
Fazendo ¢(t) = 0 em (2.3) a solugdo do (PVI) é dada por:
z(t) = :coeftto pls)ds.

e, neste caso, denominamos Fquacao Diferencial Linear de Primeira Ordem
Homogénea.

Observacao 1 Note que, se x1(t) e x2(t) sdo solugoes de (2.3), entio x(t) =
x1(t) — xo(t) € solucao da equacao homogénea associada.

Como consequéncia da observacao anterior temos que, todas as solugoes da
equagao nao homogénea (2.3) sdo obtidas somando uma solu¢ao particular dessa
equacao com a solucao geral da equacao homogénea associada.

2.3 Equacoes Separaveis

As equacoes diferenciais ordinarias a variaveis separadas possuem a seguinte
forma: )
onde f: (a,b) > R e g:(c,d) — R sdo continuas.

Este tipo de equacdo recebe a nomenclatura de separavel devido sua forma
diferencial:

g()da = f(t)dt

Definigao 2 Diremos que uma funcio z : (o, ) — R de classe C' é uma solugio
de (2.6) se (o, B) C (a,b), x((ar, B)) C (c,d) g(x(t)) # 0 e satisfizer (2.6) para todo
z € (a,f).

Obseve que a equagao (2.6) ndo é linear, por isso, as solugbes nao estao
necessariamente definidas para todo ¢ onde o segundo membro esta definido.

7



Exemplo 1 Consideremos a sequinte equacao:

T =—
T

2

Sua solucao é da seguinte forma: z? = t?> + C, tomando C' = 1 temos quatro

solucoes:

1.$1t:

had
8
w
~
I

(
2. o
(
(

=~
8
.
~
I
|

figura 5.2

Neste exemplo (a,b) = (—o00,+00) e ha casos em que («, ) = (—o0, —1), (1, +00),
etc.
Vejamos agora como encontrar a solu¢ao geral da equagao (2.6). Temos que

_ @)

g(x)

Y

transformando em sua forma diferencial

e integrando, obtemos

/ :(” () = /t:f(t)dt,

onde ty € (o, B) e x(ty) = zo € (¢, d).
Esta seria a relacdo para encontrarmos a solugao da equacao (2.12), ficando
atento ao fato de que nem sempre conseguiremos explicitar a solu¢ao x(t).

8



2.4 Equacoes Exatas
Nesta seccao trataremos das equacoes que possuem a seguinte forma:
N(t,z)z" + M(t,z) =0, (2.7)

onde M, N : Q — R sao funcoes definidas num aberto simplesmente conexo €2 C R?
do plano (z,y). Outra forma de escrevermos a equagao (2.7) é utilizando sua forma
diferencial:

M(t,z)dt + N(t,z)dx = 0. (2.8)

Definigao 3 Diremos que a equacao (2.8) é exata quando existir uma func¢ao F =
F(t,x) cuja diferencial exata dF = Fydt+ F,dz coincide com M (t,x)dt+ N(t,z)dz,
18to é:

dF = M(t,z)dt + N(t,x)dz.

Vamos estabelecer o seguinte teorema que nos dara um critério para identificar
se uma equacao é exata ou nao.

Teorema 3 Sejam M (x,y) e N(x,y) funcgdes continuas com derivadas parciais
continuas em uma regiao retangular R definida por definida por a < x < b,
c <y <d. Entao uma condi¢cao necessdria e suficiente para que

M (x,y)dx + N(z,y)dy

Seja um diferencial exata é

oM  ON

dy  Ox’
Prova. Prova da condigdo necessaria. Para simplificarmos vamos supor M (z,y)
e N(z,y) tém derivadas parciais de primeira ordem continuas em R2 Agora se

supomos que a expressao M (z,y)dz+ N(x,y)dy é exata, entao existe alguma funcdo
f tal que

_of of
M(z,y)dz + N(z,y)dy = %dx + a—ydy
para todo (x,y) em R. Logo,
_of _of
M(x’y)_ﬁx’ N([an)_aya

oM 0 (Of _02f_8 df\ ON

dy Oy \ox) Oydx 0Ox \dy) Ox’
As derivadas parciais mistas sao iguais por causa da continuidade das derivadas
parciais de primeira ordem de M (z,y) e N(x,y). A suficiéncia nos da o método de
resolucao da equagao.



Método de Resolucao:
Para resolver uma EDO da forma M (¢, z)dt + N(t,z)dz = 0, devemos verificar
se esta EDO ¢ exata e, em caso positivo, garantir que existe uma funcao F' = F (¢, x)
tal que
F,=M(t,x) e F, = N(t z).

Na sequéncia, tomamos a relagdo F; = M(t,x) e integramos em relacdo a variavel ¢
para obter

F(t,x) = /M(t,x)dt + g(x). (2.9)
Agora, derivamos parcialmente esta altima fungao F' = F (¢, x) em relagao a variavel
x:

oF 0 ,

e identificamos esta derivada com a fun¢ao N = N(t,z). Desse modo, obtemos

g'(x) = N(t,z) - %/M(t,x)dt (2.10)

e integramos (2.10) em relacdo a x e substituimos o resultado em (2.9). A solucdo
da EDO exata sera dada por
F(t,z)=C.

A expressao em (2.10) implica que a expressao no lado direito da igualdade independe

de t, pois
0 0 ON 0 [0

_ON oM

Ot or
n

Exemplo 2 1. A forma diferencial 3t?2%dt + 2t3xdx = 0 € exata;
2. A equacao tdt + xdx = 0 € exata;
3. A forma diferencial M(t)dt + N(x)dx = 0 é exata;
4. A equacao xdt — tdx = 0 nao € exata.

Exemplo 3 Resolva

(e* — ycos wy)dx + (2xe* — x cos xy + 2y)dy = 0.

10



Solugao: A equacao nao é separavel nem homogénea, mas exata, pois

oM ) ON
—— =2eY + axysenxy — cosTy = —.
oy ox
Logo existe uma funcao f(z,y) tal que
of of
M = — N = —.
(z,y) =5 ¢ N(zy) Jy
of L
Vamos supor que S0 N(z,y); isto é
Y
0
—f = 2ze® — xcosxy + 2y
Ay
desse modo
f(z,y) = Zx/erdy — a:/cosxydy + 2/ydy.
Segue que

f(z,y) = 2ze® — senay + y* + h(x)

derivando f em relacao a x obtemos

of _
or

e® —ycosay + h(x) = e*¥ — ycos 2y,

assim
h'(x) =0 e, portanto h(z) = c.

Logo, a solucao sera dada implicitamente por
ze? —senxy +y* +c=0.
Exemplo 4 Resolver o problema de valor inicial
(coszsenz — xy?)dr +y(1 — 2¥)dy =0, Y(0) =2.
2.4.1 Fator Integrante
Considere uma equacao da forma
M(t,z)dt + N(t,z)dz = 0.

Se esta equacao ja nao é exata tentaremos escolher uma fun¢ao p que pode depender
de t e x de modo que a equacao

p(Mdt + Ndz) = 0 (2.11)

11



seja exata. A funcao p é chamada de fator integrante. A equagdo (2.11) pode
entao ser resolvida pelo método visto anteriormente, e suas solugoes também devem
satisfazer a equagao original (2.8). Temos que, a equagao (2.11) é exata se, e somente
se,

(uM)e = (uN);-

Como M e N sao funcoes dadas, o fator integrante p deve satisfazer a equacao
diferencial parcial de primeira ordem

My, — Npy + (M, — Ny = 0.

As duas situacoes mais importantes, nas quais se pode encontrar fatores
integrantes simples, ocorrem quando p é uma funcao de apenas uma das varidveis
t, x, em lugar de ambas. Determinemos as condigoes necesséarias a M e N de modo
que, Mdt + Ndx = 0 tenha um fator integrante que dependa de ¢ somente.

Considerando que p = p(t), temos

dp

(/‘M)x:,UMa:a (MN>t:,UNt+N%'

Assim, para que (uM), seja igual a (uN);, é necesséario que
d[L B Mx — Nt

— . 2.12
- A (2.12)

Se (M, — N;)/N é uma funcao apenas de ¢, entdo existe um fator integrante p que
também depende apenas de t¢; além disso, u(t) pode ser encontrado resolvendo-se a
equagao linear de primeira ordem (2.12).

De maneira aniloga podemos determinar a condi¢do em que pu = pu(z).

Exemplo 5 Resolva

1
(x +y)dx +xlnzdy =0, wusando p(x,y)=— em (0,00).
x

oM
Solucdo: Sejam M(z,y) = x +y e N(z,y) = xlnz. Temos que — = 1, e
dy
ON
o 14+ Inxz. A equagao nao é exata. Porém, se multiplicamos a equacao por
x

1
p(x,y) = —, obtemos
x
<1 + g) dr + Inxdy = 0.
x

Segue dai que
M(z,y) =1+ g, N(z,y) =Inx,
x
desse modo
oM 1 ON
oy x Oz’

12



Portanto, a equacao se tornou exata. Logo

g:1+%:M(x,y)

ox
segue que
f(z,y) =2 +ylnz+ h(y)
g—JyC =0+Inx+h'(y) =lnz
assim

W(y)=0 e gly)=c

portanto, f(x,y) =z + yInz + ¢. Temos entdo que
r+ylmr+c=0

¢ a solucao para a equacao em (0, 00).

2.5 Equacoes nao lineares de primeira ordem
redutiveis a lineares

Em geral, resolver equacao diferencial nao ¢ um problema facil, mas existem
algumas delas que mesmo sendo nao lineares, podem ser transformadas em equagoes
lineares. Os principais tipos de tais equacoes sao:

2.5.1 Equacoes de Bernoulli

As equagoes de Bernoulli possuem a seguinte forma:
'+ p(t)x = q(t)z", (2.13)

onde p,q : (a,b) — R sdo fun¢des continuas. Neste caso, a idéia é realizar uma
substituicao na equacao acima, de modo a transformé-la em uma EDO linear.
Primeiramente, dividimos ambos os membros da equagao (2.13) por z”, para
obter:
7" 4 p(t)rt T = q(t) (2.14)

Multiplicamos agora a equacao (2.14) por (1 — n), para obter
(1—n)x™™2 + (1 —n)pt)z' ™" = (1 —n)q(t) (2.15)
Tomando z = 2'~" e derivando em relacdo a t, obtemos:

2= (1-=n)z™"2
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Substituindo as expressoes de z e 2’ em (2.15), obtemos:
2+ (1 =n)p(t)z = (1 —n)q(t)
que é uma EDO linear da forma
2+ p(t)z = 9(b),

onde o(t) = (1 —n)p(t) e ¢(t) = (1 —n)q(t).
A solugao dessa EDO sera escrita como

z(t) = e~ fgp(u)du</ q(t)efotp(u)dudt + K)

Ao final, devemos voltar & variavel original, com x = z7-».

2.5.2 Equacoes de Riccati

As equagoes de Riccati possuem a seguinte forma:
v =p(t) + qt)r + r(z)2? (2.16)

que ¢ uma EDO nao linear. Um fato grave aqui é que, nao serd possivel resolver tal
equagao se nao pudermos apresentar uma solu¢ao particular para a mesma.
Consideremos z, = x,(t) uma solugdo particular de (2.16). Assim, vamos construir
uma nova fungao z = z(t) definida por

Com alguns célculos simples, obtemos:
24 [glt) + 2a,r(0)]z = (1)

que é uma equacao linear na variavel z. Apods resolvida esta tltima, voltamos a
variavel original z = x(t) através da relagio

1
x::z:p—i—;.

2.6 Nocoes de Estabilidade

Nesta seccao introduziremos os conceitos de estabilidade e instabilidade, os quais
nos darao um embasamento para posteriormente fazermos um estudo qualitativo das
equacoes.

14



Definicao 4 Diremos que uma equacgao € autonoma quando for escrita da sequinte
forma

&= f(). (2.17)
Uma propriedade importante desse tipo de equacao é que, se x(t) é solu¢ao de (2.17),

entdao y(t) = x(t + ¢), onde ¢ é uma constante, também sera. Conseqiientemente,
supondo que temos existéncia e unicidade de solugao para o (PVI)

&= f(z)
{xmﬁ:%' (2.18)

Podemos afirmar que z(t) é solugao de (2.18) se, e somente se, y(t) = xz(t +¢) é

solucao de
&= f(x)
{ 2(0) = 29 (2.19)

Portanto, para equacoes autonomas, podemos considerar somente condigcoes iniciais
onde ty = 0.

Definicao 5 Se T é um zero de f, isto é, f(T) = 0, entdo x(t) = T € solugdo de
(2.17) e é chamada de solu¢ao de equilibrio ou estaciondria e o ponto T € chamado
de ponto de equilibrio ou singularidade.

Definicao 6 Um ponto de equilibrio T é estdvel, se Ve >0, 3§ > 0; |[xg—Z| < § =
|z(t) — 2| <€, YVt >0, onde z(t) é solugiao do P.V.I. (2.19).
Definicao 7 Um ponto de equilibrio T € assintoticamente estdvel, se for estdvel e
se dn > 0; |zo — 2| <n = lim_ 2(t) = 7.
Um ponto de equilibrio que nao ¢é estavel é chamado instdvel.
Teorema 1 Seja T um ponto de equilibrio de (2.17) com f de classe C*. Entao,
f'(z) < 0 implica que T é assintoticamente estdvel, e f'(z) > 0 implica que T é
instdavel.
Prova. A idéia ¢ analizar a variagao de x(t) — z:

d _ N _

—(@(t) = 2)" = 2(x(t) = 2)& = 2(x(t) — 2) f(x(1))

que, usando-se o Teorema do Valor Médio, é igual a:

2(x(t) — 2)[f (x(1) — f(2)] = 2(x(t) — 2) f'((1)),
onde £(t) é um valor entre z(t) e Z. Agora se f'(z) < 0, entdo, pela continuidade de
f" existem n > 0 e 0 > 0 tais que f'(z) <n <0 para |z —Z| <.
Logo, se para algum t(, a solucao x(t) de (1.6) ¢ tal que |z(ty) — Z| < I, segue-se

que aft) := (x(t) — z)? é decrescente para t > ty. Além disso, temos

d

prie
Logo a(t) < ce™™, o que implica que z(t) tende a T quando ¢ — oo. Quando
f'(z) > 0, faz-se um raciocinio analogo. m

(t) < —na(t) para t > t.
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2.7 Aplicacoes

2.7.1 Crescimento Populacional - Verhulst

O modelo proposto por Verhulst consiste em supor que a taxa de crescimento
decresce linearmente com a populagao. Dai, temos que, o modelo de Verhulst trata
se de uma equacao diferencial separavel

p = (a—0bp)p, (2.20)

onde a e b sao constantes positivas.
Note que a equagao (2.20) pode ser classificada como uma equagao de Bernoulli.

Entao, fazendo-se uma mudanca de varidvel podemos linearizar a equacao, facamos
1
p = —, dai
’ d d 2d
ap ap - a —y-ay
=ap—-bp’ = ——=—-—b= =ay —b,
at - PT T g T ) pd Y

integrando, obtemos

1
——Injay —b| =t +C,
a

voltando a variavel p, ficamos com

la—bp|+at+aC at aC

Ip| =e = [p| = |a — bple™e

Se) p(tO) = Do,
lpo| = |a — bp0|eat°e“0.

Se po # 0 e py # %, obteremos

Ipl _ fa—bp| ,

2.21
ool ~ Ja=bpl (2:21)

a
Observando que as solucgoes de 0), com valores iniciais py # 0 e py # 7 nao

(2.2
a
podem cortar as retas p =10 e p = -

b’
Entao, para pg # 0 e pg # 5, podemos tirar o valor absoluto e explicitar p:
p —bp
— = ———"" = p(a — bpo) = (a — bp)pee™ ™",
Po a— bpo

fazendo alguns algebrismos chegamos a

p(t) = oo
bpo + (a — bpgy)e—a(t—to)”

Analise da Solucgao:
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Observe que a equagao (2.20) é autonoma, onde f(p) = ap — bp?. Logo, seus

S|

pontos de equilibrio sao p =0e p = 7 Entao, pelo Teorema 1, temos que p =0 &

. .. _ a . . . .
um ponto de equilibrio instavel, e p = — é um ponto de equilibrio assintoticamente

b
estavel.

Note que, dependendo da condigao inicial podemos nos deparar com dois casos:

a .
1. Se pg > 7 a populacao p(t) decresce exponencialmente tendendo

a
ara —.
pata

a a
2. 5e 0 < py < > neste caso, p(t) esta entre as retas p = 0 e p = 3 tendo a

forma de um S e a curva é chamada de logistica.

A
p

_

figura 5.4

a/b

2.7.2 Resfriamento de um corpo

Consideraremos um modelo simplificado para o fendmeno da variacao de
temperatura num corpo por perda de calor para o meio ambiente, fazendo as
seguintes hipoteses:

1. A temperatura T é a mesma e em todo o corpo e depende apenas do tempo t;

2. A temperatura T, do meio ambiente é constante com o tempo e é a mesma
em todo o meio ambiente;

3. (Lei do resfriamento de Newton) O fluxo de calor através das paredes do corpo,

dado por R é proporcional a diferenca entre as temperaturas do corpo e do

meio ambiente:
dT B

dt
onde k é uma constante positiva que depende das propriedades fisicas do corpo.
O sinal negativo de (2.22) se explica pelo fato que o calor flui da fonte quente
para a fonte fria.

k(T —T,), (2.22)
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Entéo, consideremos o seguinte (PVI)

dT
{ dr —k(T - T) (2.23)
T7(0) =T,

Observe que a equacao (2.22) é uma EDO linear. Assim, usando o método da
seccao 2.2, obtemos
T(t) = (To — Ty)e ™ +T,. (2.24)

Algumas consideracoes qualitativas:
1. Analizando a equagdo (2.22) vemos que:

(a) Se T' > T,, entao T'(
(b) Se T' < Ty, entao T'(
(c) se T =T,, entao T(t) é constante.

t) decresce monotonicamente com o tempo;

t) cresce monotonicamente;

2. Observando a expressao (2.24) da solucao, isso é confirmado e se conclui ainda
mais que T'(t) tende monotonicamente para T, quando ¢ — co. A temperatura
T, é chamada de temperatura de equilibrio.

Consideraremos as mesmas hipoteses do problema anterior, porém, levando em
consirecao que a temperatura 7, do meio ambiente varia com o tempo ao receber
(ou ceder) calor do corpo. Para deduzirmos a equacao necessitamos de mais uma
lei da calorimetria, a conservacao da quantidade de calor.

Sejam m e m,, respectivamente, as massas do corpo e do meio ambiente.
Designemos por ¢ e ¢, os calores especificos do corpo e do meio ambiente,
respectivamente.

Definicao 8 O calor especifico de um corpo é a quantidade de calor necessdria para
elevar em 1°C' a massa de 1g do corpo.

A lei da conservacao da quantidade de calor pode ser expressa por
me(Ty —T) = maca(T, — Ta,0), (2.25)

onde T'(t) e T,(t) designam as temperaturas do corpo e do meio ambiente,
respectivamente, e Ty = 7(0), T, = 1,(0). Usando em (2.22) a expressao de
T, retirada de (2.25) obtemos:

T
= TR+ AT = k(T + ATy), (2.26)

mc

onde A =

MaCq
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Entdo consideremos o seguinte (PVI)

dT
% + k<1 + A)T = k(Ta,O + ATO) (227)
7(0) = T
Note que a equacao (2.26) também é uma EDO linear, assim
T(t) = Tao ATy | To = Tao —irvar, (2.28)

1+A 1+A

Algumas consideracoes qualitativas:
1. Olhando a expressao (2.28) vemos que:

(a) Se Ty > Ty, entdo T'(t) decresce monotonicamente;
(b) Se Ty < T,,, entdo T'(t) cresce monotonicamente;
)

(¢) Se Ty =T, 0, entao T'(t) permanece constante.
2. Observe que a equagao (2.26) é autonoma, onde

F(T) = k(Too + ATy) — k(1 + A)T.

Entdo, pelo Teorema 1, temos que T = Ta’%ﬁ% ¢ um ponto de equilibrio
assintoticamente estavel.
2.8 Familias de curvas planas
As solucoes x das equacdes exatas
N(t,x)z" + M(t,z) =0 (2.29)
foram obtidas na forma implicita
Vit,z) =C, (2.30)

onde C' é uma constante arbitraria. Para cada valor de C' temos uma curva no plano.
Definicao 9 Uma familia de curvas a um pardmetro é definida por
f(t,z,A) =0, (2.31)

onde f:Qx(— R € uma funcio diferencidvel, Q é um aberto do plano (t,x) e ¢
€ um intervalo da reta.

A questao abordada nesta sec¢ao ¢, se dada uma familia de curvas (2.31) a um
parametro, existe uma equacgao diferencial para qual essa familia represente suas
solucoes?
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Método para encontrarmos equacgoes diferenciais a partir de uma familia
de curvas:

Dada uma familia de curvas (2.31), derivamos f com relacdo a ¢, e formamos o

seguinte sistema
ftz,A)=0
{ (62, A) =0 (2.32)

de onde eliminamos A. Utilizando o Teorema da Funcao Implicita, vé-se que a
condicao
Atz A) #0 (2.33)

possibilita explicitar A em (2.31) na forma A = ® (¢, x); substituindo essa expressao
de A em (2.32) obtemos a equagao diferencial procurada.

Exemplo 6 (Familia de Pardbolas) Seja
flz,y, )=y —2X2> = A =0,7,y, A € R, (2.34)

derivando com relacao a x obtemos

Yl — 4z = 0. (2.35)
Sabemos de (2.34), que
N
1+ 222

Substituindo em (2.35), obtemos:
(22° + 1) y/ — day = 0
que € a equacgdo cuja solucdao foi dada por (2.34).
Exemplo 7 (Familia de Circulos) Seja
ft,z, \) = (=20 + 22 — 2\ =0. (2.36)
Derivando com relacao a t obtemos:
2(t — 2X) + 2xa’ = 0. (2.37)
FEliminando X entre (2.36) e (2.37) temos
322(2')? — 2tza’ +42* —* = 0. (2.38)

Como antes, as curvas (2.36) sao solugoes de (2.38), bem como a envoltoria da
familia (2.36) dada por z* = 5t2.
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2.8.1 Envoltoria de uma familia de curvas

Seja dada uma familia de curvas C) dada por (2.33), supomos que, para cada A,
a curva correspondente tem tangente, o que quer dizer que o vetor normal

(fe(t, 2, A) s fo (B2, M) # 0 (2.39)
para todos (t,x,\), tais que f (t,2,\) = 0.

Definigao 10 Definimos uma envoltoria da familia (2.33) como sendo uma curva
em coordenadas paramétricas (t (X)), x (X)) tal que:

fEN),z(A),A\)=0 e (2.40)

Efe (8 (V) 2 (N),A) + @ fe (E(N) 2 (V) ,A) =0, (2.41)
dt
o
A condigao (2.40) diz que para cada A, o ponto (¢ (), z (A)) pertence a C) da familia
f(t,z,\) = 0. A condigao (2.41) diz que naquele ponto a envoltoria e a curva C)
tém a mesma reta tangente.
A seguinte condicao é suficiente para a existéncia de uma envoltéria da familia

ft,x,\)=0

onde t =

fefaw = Jofre # 0. (2.42)
De fato, considere o sistema
ft,xz,\)=0

A condicao (2.42) nos garante, através do Teorema das Fungdes Implicitas, que
existe uma solucao (x (A),y (\)) desse sistema. Logo, esses t(\) e x(\) satisfazem a
relagdo (2.40) que derivada com relagdo a A produz:

ENSe () 2 (V) A) +@fe (8 (A), 2 (A), ) + At (), 2 (\), ) =0. (2.44)

Em virtude de (2.43) o altimo termo de (2.44) ¢ zero e, portanto, (2.44) implica
(2.38), o que mostra que (£ (A),x (A\)) é uma envoltoria da familia C).

Exemplo 8 FEnvoltérias da familia de circulos de raio 1 centrados no eizo-z.
flz,y N =(x -\ +y>—1=0, (2.45)
derivando com relacao a A\ obtemos:
Hhxz,y,\)==2(x—=X)=0

eliminando X\, temos:

A =1

Entao, substituindo em (2.45) chegamos as seguintes envoltdrias:
yz)=ley(x)=-1.
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Exemplo 9 Familia de circulos
flt,z) = (t =202+ 22 = A\ =0
falt, 2, N) = —4(t —2)) —2) = 0.

Eliminando \ no sistema acima obtemos x> = %tQ. Logo, as retas x = t/\/g e

r = —tv/3 sdo envoltérias.

2.8.2 Trajetérias Ortogonais

Definigao 11 Duas curvas dadas por x = ®(t) e x = VU(t) que se interceptam no
ponto (tg, o) sao ortogonais se suas retas tangentes naquele ponto sao perpendicu-

lares, 1sto €,
q)/(t(]).‘yl (to) - —1, (246)

onde supomos que ®1 e VI nao se anulam.

Definicao 12 Duas familias de curvas f(t,z,\) = 0 e g(t,z,\) = 0 sao
mutuamente ortogonais se cada A-curva € ortogonal a toda p-curva que ela
intersecciona.

Dada uma familia de curvas

f(t7$v>‘) =0,

um modo de encontrar uma outra familia a ela ortogonal é o seguinte. Pelos
métodos anteriores, obtenha facilmente a equacao diferencial para qual essas curvas
sao solugoes:

F(t,x,z) =0.

A seguir, defina a fungao:

G(t,x,p)=F (z@az,—l) ,
p
e obtenha as solucoes da equacao diferencial:
G (t,x,z1) = 0.
Essas solucoes constituem uma familia de curvas

g (t,z,pu) =0.

Afirmacgao: ¢ (t,z,u) é ortogonal a f.
De fato, se y = ®(¢) é uma p-curva, entao

F (t, B(t), @,1@) ~0,
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o que quer dizer que, se x = ¥(t) é a A\-curva que passa pelo ponto (¢, ®(t)), entao

1
V0 =~y
ou seja, (2.46) esta satisfeita.
Exemplo 10 Familia de Circulos
22—\ =0, (2.47)
derivando com relacao a t obtemos:
xx!+t=0

que € a equacao diferencial cuja solugao é (2.47). Agora encontrando a familia
ortogonal a (2.47).
Considere a equagao:

1 1
G(t,z,z/) =F (t, T, ——) =—r—+t=0 (2.48)
x! x!

para obter a familia ortogonal.
Entao, a solugao de (2.48) constitue a familia de curvas que € ortogonal & familia

de circulos (2.47).
Exemplo 11 Considere a familia das Pardbolas
T —2\? — A =0, (2.49)

derivando com relacao a t obtemos:

o — 4z = 0. (2.50)
De (2.49) temos:
T
14222

substituindo em (2.50) obteremos:
(262 + 1) ar — 4ot = 0.

Agora encontrando a familia ortogonal a equagdo (2.49) chegaremos a:

1 1
G(t,z,x)=F (t,x,—) = (2 +1) — — 4zt = 0.
x/ x!
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Capitulo 3

Existéncia e Unicidade de Solucoes
de EDO

3.1 Teoremas de Existéncia e Unicidade

Neste capitulo iremos tratar de alguns resultados importantes no estudo das
equacoes diferenciais ordinédrias, onde o principal resultado é o Teorema de
Existéncia e Unicidade para o problema de valor inicial:

I(to) = X9

A seguir iremos mostrar um lema que transfere o problema de valor inicial (3.1)
para um problema de resolugao de uma equacao integral.

Lema 1 Seja f: Q — RY uma funcio continua. Entdo, uma funcdio diferencidvel
¢ : I, — RY é uma solugio do (PVI) (3.1) se, e somente se, for uma solugcdo da
equacgao integral

—x0+/fs:1: tel,. (3.2)

Prova. =) Se ¢ ¢ uma solugao do (PVI) (3.1), entdo, pelo Teorema Fundamental
do Calculo, ¢ é solucao da equagao integral (3.2).

<) Reciprocamente, se ¢ : [, — RY é uma funcao continua que é solucio
da equacdo integral (3.2), entdo, pelo Teorema Fundamental do Calculo, ¢ é
diferenciével e é também solugao do (PVI) (3.1). =

Teorema 2 (Teorema de Picard) Seja f continua e lipschitziana com relag¢io a
sequnda varidvel, isto é, existe uma constante K tal que

1t 2) = fty)ll < Kz =yl

para todo (t,x),(t,y) € Q = I, X By, onde I, = {t eR;|t —to| <a}, B, =
{z e RY; ||z — x| < b}. Se || f]| < M em Q, eziste uma unica fungao diferencidvel
¢: 1, — RY, onde o = min{a,b/M}, que é solugio do (PVI) (3.1).
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(t, x,)

Z
1 1 !
1 1 !
1 1 !
1 1 !

I I ! I I >
( t,,—O! Z tr)+a tr)+a R
t

a

figura 6.1

Prova. Usando o Lema anterior, concentremo-nos na resolucao da equacao integral
(3.2). Seja X = C(l,,By) o espago métrico completo das fungoes continuas
g : 1, — By, com a métrica da convergéncia uniforme

d(g1,92) = sup |g1(t) — g2(t)].
tEIoz

Para g € X, seja ®(g) : I, — RY definida por:
t
b)) = g(t0) + [ S(ssg(s))ds. te L.
to

Note que ®(X) C X. De fato, para todo t € I,

1D(g)(t) — g(to)ll = ||/t f(s,9(s))ds| S/t 1/ (s, 9(s))llds <

< M|t —to] < Ma < b.

Assim, a equacao integral (3.2) pode ser escrita na forma funcional
r = O(z).

Portanto, a solu¢ao de (3.2) sdo os pontos fixos de . A idéia agora é usar
o teorema do Ponto Fixo de Banach. Entao, para finalizarmos a demonstracao
precisamos mostrar que ® é uma contracao.

[®(g1)(t) = P(g2) (D) = || /tt[f<5791(5>> — f(s,92(5))]ds|

< / 1£2(E) 11 (5) — ga(s)lds,

onde £ esta entre g, e go. Entao
[P (g1)(t) — (g2) ()] < K[t —told(g1, 92),
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onde K ¢ a constante de lipschitz de f, e dai

d(®(g1), ®(g2)) < Kad(g1, g2)-

Concluimos que ® é uma contragao se Ko < 1. Logo, basta tomar
a<l/K. m

Exemplo 12 Consideremos o sequinde (PVI)

{ 2’ = —2t? cos xsenx + sen’t

0) = 0 (3.3)

Note que « depende da fungio f e da distancia do ponto (tg,zo) a fronteira 0 de
2, o seguinte resultado é de grande importancia:

Lema 2 Se K C ) é compacto, entao um mesmo « pode ser escolhido de modo a
servir para todas as condigoes iniciais (to, xo) € K.

Prova. Considere uma J-vizinhanca Ky de K tal que
KcKscKsCQ,

entdao podemos escolher a e b tais que o retangulo B(a,b,ty,x9) = B(a,b) =
{(t,x);t € I,,x € By} esteja contido em K, para todos os pontos (tg,zo) € K.
Portanto, basta tomar

M = max {|f(t,2)]; (t,2) € Ky}
e « satisfazendo b1
o < mln{a,M,?} .
]

Exemplo 13 Considere o problema de valor inicial

T = ’:E|1/2
z(0) =0

A fun¢io x(t) = 0 € solugao do problema de valor inicial. Porém, encontramos outra
solugao usando o método das equacoes separdveis e considerando os casos x > 0 e
x < 0; essa outra solugao é:

z(t) =

Este fato, porém, nao contradiz o Teorema de Picard, pois temos que a funcao
f(t,x) = |2|"/? nao € lipschitziana. Portanto, a solugio ewiste mas ndo € tnica.
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Tendo em vista o exemplo anterior, veremos um resultado que nos garante que,
se retirarmos a hipotese de f ser lipschitziana, perdemos a unicidade, mas ainda
temos existéncia de solucgoes.

Teorema 3 (Teorema de Peano) Seja f: Q = I,x By, — RY continua. Se |/ f|| <M
em ), (3.1) tem pelo menos uma solu¢ao em I, onde o = min{a,b/M}.

Prova. Pelo Teorema de Aproximacao de Weierstrass, existe uma sequéncia f,, de
funcgoes, cujas componentes sao polinomios, que convergem para f, uniformemente
em §). Para n grande, f, satisfaz as hipoteses do Teorema 2. Seja ¢, solucao de

{ ' = fu(t, )

l’(to) = 2o , em IO”

cuja existéncia e unicidade decorrem do Teorema 2. A familia {¢, } é equicontinua
e uniformemente limitada, pois:

1$n(2) = @u(t)ll = H/t fu(s, én(s))ds|| < M|t —t'|

e ||¢n — xo|| < b, para todo n suficientemente grande. Pelo Teorema de Arzela-Ascoli
existe uma subsequéncia, que denotaremos também por ¢,, tal que ¢, converge
uniformemente em [, para uma funcao ¢.

Afirmagao: f,(s, ¢n(s)) converge unifomemente em I, para f(s, ¢(s)). De fato,

[ fn(s, dn(s)) — f(5, () < || fals, Pn(s)) = (5, 0n(s))[|+
+|f(s,0n(s)) — f(s,0(5))|| < €+ € =2¢, Vs.

t
Portanto, fazendo n — oo em ambos os membros de ¢,(t) = / fu(s, On(s))ds,
to

t
temos, para todo t € I, ¢(t) = [ f(s,¢(s))ds. m
t

0
Observe que, nos resultados anteriores garantimos a existéncia de solucao local.
Entao, mostraremos que esta solucao pode ser estendida a um intervalo maximal.

Lema 3 Sejam ¢y : I} — RY e ¢g : I, — RY solugoes do (PVI) (5.1). Entdo ¢, e
Qo conicidem em I N Is.

Prova. Temos que [:=1 N1y é um intervalo aberto. O subconjunto J de I definido
por

J={teTon =)}

¢ fechado, pois, ¢ igual a (¢1 — ¢2) 1 (0) e também nao vazio, pois ty € J. Além
disso, J é aberto em I, pela aplicagao do Teorema 3.1. Logo, J = I, onde usamos o
fato de um intervalo ser um conjunto conexo. m
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Teorema 4 Mesmas hipdteses do Teorema 2. Toda solugao do (PVI) (3.1) pode
ser estendida a um intervalo maximal, o qual € aberto.

Prova. Considere o conjunto de todas as solugdes ¢; : I; — RY do (PVI) (3.1), onde
I; sao intervalos abertos. A seguir, seja I; = UI; e defina uma funcio ¢ : I — RY
do seguinte modo: dado t € I, como t € I; para algum i, defina

o(t) = ¢i(t)

A funcdo estd bem definida em virtude do Lema (3). Além disso, ¢ é solucdo
do (PVI) (3.1), porque ¢; o é, e I & aberto. Usaremos a notagdo [ = (w_,w,).
Afirmamos que I ¢ maximal, isto é, nao existe um intervalo contendo propriamente
I onde o (PVI) (3.1) tenha solugdo ¢. De fato, se houvesse um tal intervalo, este
conteria uma das extremidades, digamos w,. Entao, pelo Teorema 2, a solucao de

{ i(t) = f(t,)
z(wy) = ¢(wy)

existiria um intervalo (w, — o, wy +a). Observe que, o fato de 5 ser solucao definida
em w, implica que o ponto (w,, ¢p(w )) pertence ao aberto 2. Dai podemos aplicar

o Teorema 2. Concluimos que a funcao gzﬁ definida no intervalo I = (w_,w; + ) por

~ o [ o) para t € (w-,wy)
o(t) = { o(t) para t € [wy, wy + a)

¢ solucao do (PVI) (3.1). Isso é, porém, impossivel pois, I foi a unido de todos
os intervalos abertos contendo g, onde o (PVI) (3.1) tem soluc¢do, e I contém [
propriamente. m

Teorema 5 Se ¢(t) € solucio do P.V.I. (3.1) com intervalo mazimal I = (w_,w,),
entdo (t,o(t)) — 0Q quando t — wy (o mesmo vale para t — w_), isto €, dado
K C Q compacto, existe T < wy tal que (t,¢(t)) & K para t € (1, wy).

Prova.

1. Se wy = +o0, dado K compacto em €2, tome

T= sup ¢
(t,x)eK

e, portanto, (t,¢(t)) € K se t > 7.

2. Se w; < 400, dado K C 2 temos pelo Lema(2) que o raio o pode ser escolhido
0 mesmo para todas as condigoes iniciais em K. Se (t1,¢(t1)) € K, entao ¢
esta definida em (t; — o, t; + o). Tome 7 = wy — a, temos que (¢, (1)) ¢ K
se t € (T,wy), porque se t; € (T,wy) e (t1,¢(t1)) € K, temos que ¢(t) estaria
definida em (¢; — a, t; + «). E como

h+ta>7T+a=wy

terfamos uma contradicao ao fato de I ser maximal.
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Observacao 2 FEste teorema € importante para determinar se as solugoes de uma
determinada equacdao sao globalmente definidas, isto €, wy, = +oo. Quando ()
contém o semiplano t > ty e wy < 400, temos que o Teorema (5) implica que
|lo(t)]] = 400 quando t — wy. Dizemos, nesse caso, que temos um "blow up "para t
finito. Conseqiientemente, se conseguirmos mostrar que ||¢(t)|| fica limitado, entao
temos obrigatoriamente que ¢ € globalmente definida. A observacdo importante
nesse sentido é: se ¢'(t) € limitada, entdo ||¢(t)|| ndo pode tender a infinito para t
em intervalos finitos.

Lema 4 (Lema de Gronwall) Sejam f,g,h : (a,b) — R funcdes continuas nao
negativas tais que,

F() < hz) + / " g(s)f(s)ds (3.4)

Entao:
f(z) < h(x) +/ g(s)h(s)efs g(u)du g, (3.5)

o

Em particular, se h(z) = K = cte, temos

f(2) < Kedu9(8)ds (3.6)

Prova. Seja

wiw) = [ " g(s)f(s)ds,

Zo

entao w'(x) = g(x) f(x). E dai, usando (3.4), obtemos
w'(z) < g(z)h(z) + g(z)w(z)
que pode ser escrita como

z)h(x)e fgﬁf}g(s)ds’

9 e Jro 9518y < o

dz
integrando, obtemos
w(z)e Jzy 9(5)ds < / g(s)h(s)e Jeo g(u)duds.
zo

Dai, temos que

— 9

£(2) — h(z) < w(z) < elzo 9()8 / " () g g

xo
e, finalmente,

f(x) < h(z) + /Ig(s)h(s)efsx glu)dug,

Zo
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A verificagao de (3.6) é imediata utilizando
(51l o) _ _di (efsxg(u)du> '
s

]
O seguinte resultado é de muita utilidade nas aplicacoes, pois conseguimos
solugoes no mesmo dominio de defini¢ao da funcao f(¢,z).

Teorema 6 Seja f : Q — RY continua e lipschitiziana, onde Q =
{(t, r)eRxRYa<t< b}. Entao, para todo (tg, zo) € Q) existe uma unica solugao
do (PVI)(5.1) em I = (a,b).

Prova. Basta mostrar que, para todo ¢ > 0 dado, a solucao do
problema de valor inicial (3.1) estd definida em a + ¢,b — €. Sejam K; =
max {||f(t,x0)|;a+€e <t <b—e} e Ky =sup{|f.(t,2)|;(t,x) € Q}. Entao, pelo
teorema do valor médio,

I )| < [LfCE o)l + [1f (8 2) = (& zo) || < Ky + Kol — 2ol

e dai, usando (3.2), obtemos

¢ ¢
[2(t) — 2ol < K3+ Kz/ |lz(s) — xol|ds, onde K3 = / K.
to to

Isso implica, pelo Lema de Gronwall,
|2 (t) — x| < K3eX2t-10) < Ky = const.

O que mostra que z(t) ndo tende a infinito. Logo, o intervalo de defini¢ao da solu¢do
de (3.1) é (a+¢€,b—¢€). Como € é arbitrario obtemos o resultado. m

Corolario 1 Se f(t,z) = p(t)x +q(t), onde p,q: (a,b) = R sdo fungées continuas,
entao as solugoes de ©' = f(t, ) estao definidas em todo intervalo (a,b).

Além da questao de existéncia e unicidade de solugao do (PVI) (3.1), para que
a teoria tenha sentido fisicamente, é preciso mostrar que as solucoes dependem
continuamente da condicao inicial. Vamos estabelecer essa propriedade de modo
preciso no préoximo teorema.

Teorema 7 (Dependéncia Continua). Mesmas hipdteses do Teorema 2. Se ¢y e ¢y
sao solugoes de x' = f(t,x) definidas em [xo, x1], entao existe K > 0 tal que

l61() = d2(B)]| < [l¢1(to) — Palto) [, Wt € [20,2:1].

Prova. Dadas as solugdes ¢1, @2 : [0, 71] — RY de o' = f(t,z), podemos definir
Qo € Q C Q limitado, tal que 6 < dist(€2,01)), e de modo que y contenha os
graficos de @1 e ¢9. Seja K a constante de lipschitz.
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\4

figura 6.2

Como
¢ (1) — ¢5(t) = f(t, 01 () — f(t, ¢2(1))

segue-se, por integracao, que:

P1(t) — ¢2(t) = ¢1(to) — da(to) +/lt [f(s,01(5)) — f(s,P2(s))]ds.

Portanto, usando o Teorema do Valor Médio, obtemos

[f1(8) = P2(t)]| < ll¢1(to) — ¢2(to) | +/t Kl|¢1(s) — ¢2(s)lds,

de onde, usando a desigualdade de Gronwall, obtém-se:

1 (t) — da(t)|| < |l (to) — dalto)||eX 0.
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Capitulo 4

Equacoes Diferenciais Ordinarias de
Segunda Ordem

4.1 Equacoes lineares de segunda ordem

Definicao 13 Diremos que uma equacao diferencial € linear de sequnda ordem
quando apresentar a sequinte forma:

2"(t) + p(t)2'(t) + q(t)z(t) = f(t) (4.1)
onde p,q, f : (a,b) CR — RY sdo fungdes continuas.

Nesta secgdo iremos estudar as questoes relativas a solucdo geral de (4.1) e a
solucao do problema de valor inicial

2" 4+ p(t)2'(t) + q(t)r = f(1)
i[}/(to) = Vo
Inicialmente, temos o seguinte resultado de existéncia e unicidade.

Teorema 8 Se p,q, f : (a,b) C R — RY sdo fungoes continuas, entio eriste uma
tinica fungao diferencidvel ¢ : (a,b) C R — RY que € solu¢io do problema de valor

inicial (4.2).
Prova. A idéia é transformar a equacao num sistema pela introducao das variaveis
x1(t) = x(t) e xo(t) = x(t).

Logo, obtemos o sistema

/
/I
vy = f —qr1 — pry

[ol o

com a condi¢ao inicial

Portanto, usando o Teorema de Picard, concluimos a demonstracao. m
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4.2 Equacoes Homogéneas

Concentremos, agora, nossa atencao na equagao homogénea

2 +pr' +qr=0 (4.3)

Consideremos os seguintes problemas de valor inicial:

2+ pr’+qxr=0

m((to)): 10 (4.4)
x to =

" +pxr' +qgx =0

x to =

onde ty € (a,b). Entao, pelo teorema anterior, os problemas de valor inicial (4.4) e
(4.5) possuem solugao tnica. Seja ¢; : (a,b) C R — RY a solugdo do (PVI) (4.4) e
seja ¢y : (a,b) C R — RN a solugdo do (PVI) (4.5). E facil ver que qualquer fungio
da forma

P(t) = a191(t) + aa(t), (4.6)

onde oy e ay sdo constantes arbitrarias, é solugdo da equacao diferencial (4.3); isso
é precisamente a linearidade da equagao (4.3) implicando que, qualquer combinacao
linear de suas solucoes é também sua solucao, propriedade essa conhecida como o
principio da superposicao.

Veremos na proposicao a seguir que a reciproca é verdadeira.

Proposicao 1 Qualquer solucao de (4.83) € da forma (4.6) para aq e ao escolhidos
convenientemente.

Proposigao 1 Seja ¢ uma solugao de (4.83), e tome oy = ¢(to) e ag = ¢ (to).
Entao, € fdcil verificar que a fun¢do ¥ = ¢ — a1¢1 — qape € solucio de (4.3) e
Y(to) = 0 e Y'(tg) = 0. Logo, pelo Teorema 8 acima ¥(t) = 0, o que demonstra a
nossa Proposicao.

Portanto, (4.6) ¢ uma solucdo geral de (4.3), no entanto, podem existir
solucoes em outra forma. Para estudar esta questao, vamos introduzir a nocao
de independéncia linear.

Definigao 14 i) Duas funcgoes ¢1, ¢y : (a,b) — RY sdo linearmente dependentes
LD se ezistir uma constante k tal que ¢o(t) = koo (t),Vt € (a,b);

ii) Duas fungoes (¢1 € ¢a) sdo linearmente independentes LI se

a101(t) + aopa(t) =0 = a3 = as = 0,Vt € (a,b).
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Exemplo 14 As funcoes senx e cosx sao LI.
Exemplo 15 As funcoes e®® e €, a # b sio LI.

As nogoes de dependéncia (ou independéncia) para fungoes diferenciaveis pode
ser ligada com o determinante Wronskiano.

Definigao 15 Dadas duas fungoes diferencidveis ¢1,¢, : (a,b) — RY o
determinante

Wo1, ¢o] = Zigg iggg) (4.7)

é chamado de Wronskiano das fungoes ¢1 e ¢s.

Proposigao 2 Sejam ¢, 62 : (a,b) — RY duas fungées diferencidveis, cujo
Wronskiano € diferente de zero em um ponto ty € (a,b). Entao, ¢1 e ¢ sao LI.

Prova. Suponhamos, por contradicao, que ¢; e ¢ sejam LD. Entao, existem
constantes ay e ao, onde ao menos uma delas é diferente de zero, tais que

a101(t) + aapa(t) = 0,Vt € (a,b)
Dai, derivando, obtemos

19 () + azdh(t) = 0,Vt € (a,b)
Em particular, para t = t; temos o sistema

{ 101 (to) + azda(ty) =

0
a1 (to) + azdh(to) =0

cujo determinante é precisamente Wpy, ¢o](tg) # 0, por hipotese. Consequente-
mente a; = as = 0, 0 que é uma contradicdo. m

A reciproca da Proposicao 2 nao é verdadeira, para comprovarmos este fato
verifiquemos o exemplo a seguir.

Exemplo 16 As funcies ¢1(t) = 3 e ¢o(t) = |t|* sdo LI, no entanto, seu
Wronskiano € zero.

Entretanto, a reciproca é valida se nos restringirmos a classe das solucoes da
equagao (4.3). Temos o seguinte resultado.

Teorema 9 Sejam ¢y e ¢ solugoes de (4.3). Entao, elas sao LI se, e somente
se, seu Wronskiano € diferente de zero em um ponto tg € (a,b). Além disso, se o
Wronskiano for diferente de zero em um ponto tq, entdo ele € diferente de zero em
todos os demais pontos de (a,b).
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Prova. Em virtude da Proposicao 2, resta provar que se ¢ e ¢, sao solugoes LI
de (4.3), entao o Wronskiano é diferente de zero em um ponto ¢y € (a,b). Vamos
provar um pouco mais: que o Wronskiano é diferente de zero em todos os pontos de
(a,b). Fixe ty € (a,b) e provemos que Wp1, ¢2|(ty) # 0. Supondo, por contradicao,
que isso nao ocorra, concluimos que o sistema

{ a101(to) + aspa(ty) =0
a1 (to) + agy(to) = 0

tem solu¢ao (aq, an) nao trivial. Formemos a fungao ¢(t) = aq¢1(t) + aeps(t) a qual
é solucao de (4.3), e, como ¢(ty) = ¢'(tp) = 0, o Teorema 8 implica que ¢(t) = 0
para todo t € (a,b). Isso acarreta que ¢; e ¢y sejam LD, o que é uma contradicao.
[ |

A dltima parte do Teorema 9 provaremos usando a formula de Abel-Liouville,
dada no Teorema 10 abaixo.

Teorema 10 Sejam ¢y, ¢2 : (a,b) — RN duas solugoes de (4.3). Entao
W(t) = W (ty)e Jo P (4.8)
onde ty € (a,b), e estamos usando a notagao W(t) = Wipy, a(t).

Prova. Pelo fato de ¢; e ¢y serem solucio de (4.3) temos

& +pd +qp1 =0
5 + Py + qpo = 0,

multiplicando a primeira equac¢ao por —¢@,, a segunda por ¢, e somando, temos
(P10 — ¢ ¢2) + p(Pr1d5 — Pid2) = 0.
note que
W = ¢1¢) — @12, e W' = g1y — ¢/ s
Assim, W satisfaz a equacao de primeira ordem
W'+ pW = 0.
Consequentemente, usando o método da seccao 2.2, obtemos
W(t) = ce™ Jio pls)ds
onde ¢ é uma constante. Fazendo t = ty, temos que
W(ty) = c.

Logo,
W(t) = W(tg)e P,

n
A formula (4.8) diz diretamente que uma das alternativas ocorre:
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(i) W(t) =0;
(ii) W(t) # 0, para todo t € (a,b).

Vejamos agora o que é que o conceito de independéncia linear pode fazer pela
questao da solucao geral. Temos o seguinte resultado.

Teorema 11 Sejam ¢y, ¢y : (a,b) — RY duas solugoes LI de (4.3). Entao, qualquer
solugdao ¢ de (4.3) é da forma

¢ = g1 + a2 (4.9)

com o e oy constantes escolhidas convenientemente.

Prova. Fixe ty € (a,b) e considere o sistema

{ a1 (to) + aaga(to) = ¢(to)
19 (to) + gy (to) = ¢'(to).

Como o determinante desse sistema ¢ o Wronskiano de ¢; e ¢ em t5, o qual é
diferente de zero, concluimos que «; e s estao univocamente determinados. Agora
considere a funcao

U(t) = arhi(t) + aatha(t),
a qual é solucdo de (4.3) e como ¥(ty) = d(to) e V' (tg) = ¢'(ty), o teorema de
existéncia e unicidade nos diz que ¥y = ¢. =

O Teorema 11 é muito importante, pois, se determinarmos um par qualquer ¢,
e ¢9, de solugoes LI de (4.3) entdo a solugao geral de (4.3) esta obtida e é dada por
(4.9).

Consideremos agora a equagao nao homogénea (4.1). Note que, se x1(t) e xo(t)
sao solugoes de (4.1), entao x1(t) —xa(t) é solugao de (4.3). Isso nos permite afirmar
que, se conhecermos uma solugao particular, x,(t), de (4.1) entao a solucao geral de
(4.1) é dada por

l’(t) = Oé1¢1 (t) + 042¢2(t) + .’pr(t),

onde ay e oy sdo constantes arbitrarias e ¢, ¢o ¢ um par de solugdes LI de (4.3).

4.2.1 Equacoes lineares com coeficientes constantes

No exemplo anterior mostramos a solucao da equacao homogénea associada,
agora, iremos ver como chegar até ela.
Consideremos a equacao

2" + px’ +qx = 0. p,q = constantes. (4.10)

Segue-se do Teorema 8 que as solucoes de (4.10) sao fungoes definidas em toda
reta. O método consiste em buscar solugdes de (4.10) na forma

z(t) = eM, (4.11)
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onde A é um parametro a determinar. Substituindo (4.11) na equacao (4.10):
/\26)\75 +p/\eAt + qe)\t _ O,
ou seja,
M +pl+q=0, (4.12)

que é conhecida como a equag¢do caracteristica ou equagao auzxiliar da equacao (4.10).
Ha trés casos a considerar, dependendo do sinal do discriminante:

A =p? —4q.

Caso I: A > 0. Neste caso, (4.12) tem duas raizes reais e distintas:

__»b Py _ __b_ (1_9)2_
M=o (2) ¢ e d=—7 7)) —1

e, conseqiientemente,
ri(t) = M e my(t) = (4.13)

sdo solugdes de (4.10). Observe que Wz, 25](t) = (Ay — Ap)ePM1T22) £ 0. Portanto,
as solugoes 1 e xo dadas em (4.13) sao LI
Caso II: A = 0. Neste caso, (4.12) nos da apenas um valor de \:

__P
2
e, assim, obtemos apenas uma solucao
z(t) = e P2 (4.14)

através desse processo. Usaremos o método de reducao da ordem da equacao para
encontrarmos uma solugao x,, tal que 1,2, sejam LI. O método consiste em:
conhecida uma solucao z;(t) de (4.10), busca-se outra solu¢ao na forma

x(t) = u(t)x(t).
Substituindo esse x na equacao (4.10) obtemos
ulz] + pr| + qri] + "2y + ' (pry + 227) =0

de onde se segue, fazendo v’ = v, que

/
v+ (p+2ﬂ)v:0.

T
Note que o termo do paréntesis ¢ zero. Logo,

vV=0=>v=c=>u=ct+/c.
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Portanto, qualquer funcdo da forma (ct + ¢)z1(t), onde ¢ e ¢ sdo constantes, &
solugdo de (4.10). Tomando ¢ = 1, ¢ = 0, obtemos uma segunda solu¢dao para
(4.10):

To(t) = te P2, (4.15)

O Wronskiano das solugoes 1 e 2, dadas em (4.14) e (4.15) respectivamente ¢ igual
a e P! e consequentemente essas solucoes sao LI.
Caso IIT: A < 0. Neste caso, (4.12) tem duas raizes complexas conjugadas:

1
A = —p+iv, onde p=p/2, v= 5\/4q—p2.

Logo, pela observacao abaixo
z1(t) = e e e wy(t) = e e ™

sao solugoes LI de (4.10), pois seu Wronskiano é igual a 2ive™2"* £ 0. Em virtude
da linearidade da equagao (4.10), temos que

B1(t) = 5 (6) + ma(1)] = 1o (1.16)
oolt) = o (6) + malt)] = e (4.17)

sdo também solugoes da equagdo (4.10). Para escrever os tltimos termos das
expressoes (4.16) e (4.17) usamos a formula de Euler:

e = cos0 + isen0, 0 € R.

O Wronskiano das duas solugdes ¢; e ¢ dadas em (4.16) e (4.17), respectivamente,
¢ igual a ve=! £ 0, o que implica serem ¢; e ¢, LI.

Exemplo 17
2’ —4x = 0.

Fazendo x = e, obtemos \2 —4 =0, e dai \y =2 e Ay = —2. Logo, x1(t) = €* ¢
15(t) = e sao solugoes da equacdo. Seu Wronskiano € igual a —4, e logo 1 2 x9
sao solucoes LI

Exemplo 18
2"+ 22 +x=0.

Temos, \2 — 2\ +1 = 0, como equacdo caracteristica, entio, resolvendo a equacdo
temos que: A\ = Ay = —1. Portanto,

z1(t) =e " exs(t) =te?

sao solugoes LI da equacio acima, pois W (xy,xo)(t) = e 2t £ 0.
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Exemplo 19
" — 22" +5x = 0.

Sabendo que uma solugao para equacdo dada é da forma x (t) = e, temos que
M =2\ +5=0
€ a equacao caracteristica associada a equacao dada. Logo,
M=14+2ieX=1—2.
Portanto, usando a formula de Fuller, chegaremos as sequintes solucoes LI

11(t) = e’ cos 2t e my(t) = e'sen2t.

4.3 Equacoes nao homogéneas

Nesta sec¢ao iremos estudar alguns métodos de resolucao de equagoes diferenciais
ordinarias de segunda ordem.

4.3.1 Meétodo de Variacao dos Parametros
Consideremos, entao, a equacao (4.1)
2" (t) + p(t)'(t) + q(t)x(t) = f(t)

O método inicia-se supondo conhecidas duas solugoes LI ¢, e ¢o da EDO
homogénea associada. Em seguida, uma solu¢ao particular x, ¢ suposta da forma:

Tp(t) = ur(t)d1(t) + ua(t)2(1),
onde wuy(t) e uy(t) sao fungoes a determinar, satisfazendo a condicao lateral:
U1 + uyepy = 0 (4.18)

condicao esta que vem justificar o nome do método. Derivando a suposta solucao
z,(t) e usando a condicdo lateral (4.18), obtemos:

2, (1) = ur ()@ () + ua(t)Ph(t)

e daf resulta:

(1) = uy ()91 (8) + ua (D)@ (1) + ug (1) D5 (1) + ua(t) B3 (1)

Substituindo x,(t), 7, (t) e x,(t) na EDO e efetuando algumas simplificagoes,
obtemos:

ur[@] + pdy + qdr] + ua[dy + pdy + qdo] + Ui Py + ubdy = f
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e como ¢1 e ¢9 sao solugoes da EDO homogénea, as expressoes entre colchetes na
ultima igualdade sao iguais a zero e, portanto:

urdh + uyey = f (4.19)
Combinando (4.18) e (4.19), temos o sistema linear nas varidveis u} e u:

{ uy @1 + uyp =0
uy ¢y + uydhy = f,

e usando a Regra de Cramer deduzimos que:

() = —_fv(?(f)?(t) e uy(t) = DA (;)jé;)(t). (4.20)

Podemos determinar duas fungbes u; e uy a partir de (4.20) por integracao,
fixando ¢y € (a,b) e considerando:

uy(t) = —/to %d& e uy(t) = /to %2)(8)(15. (4.21)

Exemplo 20 Consideremos a EDO de sequnda ordem:
!
Yy +y=tgr.

As fungoes ¢1(x) = cosx e ¢po(x) = senx sao solugoes LI da EDO homogénea
associada , com Wronskiano W(x) =1, de modo que a solugdo yy(x) é:

yn(x) = Cy cosx + Cysen.

Para determinarmos os pardmetros uy e uy, tomamos xg = 0 nas formulas (4.20)
e obtemos:

uy () = —/ sen(s)tg(s)ds = senx — In|secx + tgx|
0

x
ug(z) = / cos(s)tg(s)ds = —cosx
0
e, assim, uma solugdo particular t,(z) é dada por:

Yp(x) = —cosz(In |secx + tgxl).
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4.3.2 Reducao de ordem
Dada uma solu¢ao ¢ : (a,b) — R da equagao diferencial
"+ pt)z" + q(t)x =0, (4.22)

onde p, q : (a,b) — R sdo fungoes continuas, o método de redugao consiste em buscar
uma segunda solucao na forma

P2(t) = u(t) o1 (), (4.23)
onde u(t) é uma fun¢do a determinar. Substituindo ¢o em (4.22) obtemos, com
v=u,

¢/
v+ (p + 2¢—1) v=0 (4.24)
1

que é uma equacao diferencial linear de primeira ordem do tipo estudado na seccao
2.2, onde estamos supondo que ¢;(t) # 0; caso nao o seja, teremos que quebrar a
equacao em varias. Resolvendo (4.24) obtemos:

c
v(t) = ge_P(t), ¢ = constante,
1

onde P(t) ¢ uma primitiva de p(t). Como u' = v, temos

1
u(t) = c/ me_Pwdt,

e assim uma segunda solucao seria

1
t)y=¢1(t) | e TWat. 4.25
Exemplo 21 A equacdo
(1—tHa" —2t2’ + XA+ 1)2x =0, -1 <t <1,

€ conhecida como equacao de Legendre, onde \ é um parametro; para cada valor
fixado de X se tem uma equacao diferente. Consideremos a equacao para X = 1:

(1—tH2" =22’ +22 =0, -1 <t <1, (4.26)

A funcao ¢1(t) € solugao de (4.26). Determinemos uma outra solugdo na forma
Go(t) = ut. Substituindo ¢o em (4.26) e fazendo v = u', obtemos:

o 2t
Y — 0. 4.27
U+(t 1—t2)” (4.27)
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Como a equacao (4.27) néao faz sentido para t = 0, wvamos considerd-la
separadamente para —1 <t <0 e 0 <t < 1. Obtemos de (4.27) que

0= pa—ey

Dai: . .
c
t) = dt = -+ ——|dt
u(?) /t2(1—t2) C/L2+1—t2] ’
ou seja,
1 1. 1+¢
u(t)=c|—=+=In i
t 2 1-t
Logo uma segunda solug¢io de (4.26) seria
t. 14+t
t)=—-1+-1
@a(1) oy

funcao que estd bem definida em todo o intervalo aberto (—1,1).

4.3.3 Meétodo dos coeficientes a determinar

Este método é aplicado apenas para equagoes lineares com coeficientes constantes
2"+ pr' +qx = f(t), p,q = constantes, (4.28)

e ainda para certos tipos de fungoes f(t). A vantagem desse método é ndo envolver
integracoes. O método consiste em determinar a solu¢ao particular z,(t) de (4.28),
a partir do tipo da funcao f(t), com coeficientes b; a serem determinados, conforme
veremos abaixo:

1. Quando a fungao f(t) é do tipo:
f(t) = ao+ art + ... + a,t",
admitiremos como solugao particular a funcao:

2. Quando a funcao f(t) é do tipo:
f(t) = e,
admitiremos como solucao particular a funcao:

z,(t) = be™.
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3. Quando a fun¢ao f(t) é do tipo:
f(t) = cos Bt ou senft,
admitiremos como solucao particular a funcao:

by cos Bt + basenit.

4. Quando a funcao f(t) é do tipo:
f(t) = (ap + art + ... + a,t™)e* cos Bt ou
f(t) = (ap + art + ... + a,t™)e senpit,
admitiremos como solucao particular a funcao:

zp(t) = (bo + bit + ... + but™)e cos Bt + (co + 1t + ... + cut™)e* senft.

Quando algum termo da solucdo particular z,(¢), sem considerar as constantes
multiplicativas, coincidir com algum termo da solugdo geral z,(t) da EDO
homogénea associada, a solucao x,(t) deve ser modificada, multiplicando-a pelo
termo x™, de modo que elimine a coincidéncia.

Observagao 3 Os tipos de funcoes f(t) aos quais o método se aplica pode ser
aumentado como conseqiiéncia do sequinte fato: se x, e T, sao solugoes particulares,
respectivamente, das equacoes

"+ pr' 4+ qr = fi(t) e 2" + pa’' + qr = fo(t)
entdo ¢y + oy € solugao particular de
2"+ px’ 4+ qr = 1 f1(t) + cafo(t).

A aplicacao do método consiste em substituir x,(¢) em (4.28), para identificarmos
os coeficientes.

Exemplo 22 Considere a equacao
2" +a' = cost.
Como a solugao da equacao homogénea associada é dada por:
xp(t) = ¢ cost + casent.

O método sugere a solucao particular da forma:

xp(t) = bit cost + batsent.
Substituindo x,(t) na equagcdo obtemos:

—2bysent + 2by cost = cost

logo, by = 0,by = 1/2 e a solugao particular é

xp(t) = §tsent.
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4.3.4 Equacgoes de Euler-Cauchy

As equagoes de Euler-Cauchy de segunda ordem assumem a forma:
Az*y" + By + Cy = f(x), com A #0. (4.29)

No ponto x = 0, o termo Az?y” da equagao (4.29) se anula e por essa razio
dizemos que x = 0 é um ponto singular para a equacao de Euler-Cauchy. Qualquer
solugdo de (4.29) estara definida para « > 0, ou para x < 0.

O método para resolver a equacao de Euler-Cauchy tem como principio a
mudanga de variavel z = €' (ou x = —e, se z < 0), que transforma a equagao
em uma EDO linear com coeficientes constantes nas variaveis y e t. Denotaremos

. d
t= d_ZtJ e para r = €' temos da Regra da Cadeia:

dy dydt 1,
A Al 4.30
Y dx dt dx xy ( )

Usando a Regra da Cadeia mais uma vez, obtemos de (4.30):

1,1
" . ve
U Ut (4.31)

De (4.30) e (4.31) deduzimos as relagoes
vy =gea’y’ =j—j,
que substituidas em (4.29) temos:
Ajj+ (B — A)y + Cy = b(e").

Exemplo 23 A mudanca de varidvel x = €' transforma a EDO de Euler-Cauchy:

*y" + 5y +3y =4lnz, x>0

na EDO com coeficientes constantes:
g+ 4y + 3y = 4t, (4.32)

cuja EDO homogénea associada tem solugio geral t,(t) = Cie™t + Coe ™3t e uma
solugao particular y,(t) € suposta da forma y,(t) = At + B, que levada a EDO
(4.82) fornece A =4/3 e B= —16/9 e a solugao geral serd:

4t 16
y(t) = Cre " + Coe™ + 3 g

44



4.4 Aplicacoes

4.4.1 Queda Livre de Corpos

Consideremos o problema do movimento vertical de um corpo sob a acao da
gravidade, com as seguintes hipoteses:

(i) Considera o corpo uma particula de massa m;

(ii) despreza a resisténcia do ar;

(iii) supoe que o movimento é regido pela segunda Lei de Newton e que a unica
forca atuante é a da gravidade.

A posicao da particula serd referida a um eixo-r com origem no solo e orientado
para cima:

x(1)

mg

0

figura 7.1

num instante ¢ digamos que a posicdo da particula seja x(t). Pela 2% Lei de
Newton temos
mz"” = —mg. (4.33)
Integrando (4.33), obtemos
' (t) = —gt +c, (4.34)

onde a constante ¢ pode ser determinada fazendo-se ¢t = 0: ¢ = 2/(0), ou seja, c é a
velocidade inicial, que designaremos por vg. Assim, (4.34) nos da

Z'(t) = —gt + vo. (4.35)
Integrando, mais uma vez, obtemos
1
z(t) = —éth + vot + ¢4,

onde a constante ¢; pode ser determinada fazendo-se ¢t = 0; se designarmos a posicao
inicial da particula por xy, obteremos

1
z(t) = —§gt2 + vot + . (4.36)

Com o auxilio das expressoes (4.35) e (4.36) poderemos resolver uma série de
problemas populares nos cursos de mecanica.
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4.4.2 Enmergia Cinética e Potencial

Na seccdo A.3 definimos campos de forcas e introduzimos a nogao de trabalho
de um campo ao longo de um caminho, bem como a nocao de campo conservativo.
Suponhamos agora que uma particula de massa m se movimenta sob a acao de um
campo de forga F' :  — R3? definido em um aberto 2 de R3. Seja X (t) o vetor
posicao da particula num instante t. Definimos a energia cinética da particula no
instante ¢ como sendo

1
E, = 5m02, v=|X|, (4.37)

onde v designa a velocidade escalar da particula.
Derivando (4.37) com relacao a ¢ obtemos

E.=m <X,X> - <X,F>, (4.38)

onde utilizamos a Segunda Lei de Newton para escrever a tltima relagdo, e (;)
designa o produto escalar em R3. Integrando (4.38) com relagao a t do tempo inicial
to até ty, obtemos .
1
E.(t) — E.(to) = / (P.X) . (4.39)
to
A expressao no segundo membro de (4.39) é o trabalho ao longo do campo, ao longo
da trajetoria da particula do instante g ao instante ¢;. A relagao (4.39) diz entao que
a variacao da energia cinética em um certo intervalo de tempo ¢ igual ao trabalho
da forca durante esse tempo. Esse fato é conhecido como a equivaléncia da energia
cinética e do trabalho.
Suponhamos agora que o campo de forcas F' seja conservativo. Entao, segue-se de
(4.39) que
Eo(t1) — Ec(to) = V(X (1)) — V(X (to), (4.40)

onde V' é um potencial de F'. Agora definimos a energia potencial do campo F' como
UX)=-V(X). (4.41)
Logo, de (4.40) e (4.41), obtemos:
Ee(t) + U(X (1)) = Ec(to) + U(X(t0))

e dai se segue que a energia total definida por E(t) = E.(t) + U(X(t)) é constante.
Esse é o Principio da Conservagao da Energia, o qual diz que a energia total da
particula é constante num campo conservativo.

4.4.3 O Oscilador Harmoénico Simples

O oscilador harmonico ¢ o modelo matemético para o movimento retilineo de
uma particula sujeita a uma forca atratora para a origem e com magnitude igual a
um multiplo de k (constante positiva) da distancia a origem:
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ol 4

-kx 0 -kx
figura 7.2

Designando por m a massa da particula, a segunda lei de Newton nos da
mi + kx =0, (4.42)

que é a equagao do oscilador harmonico simples, podemos escrever a equagao (4.42)
na forma
i+ wir =0, (4.43)

onde w? = k/m. A solugdo geral da equagao (4.43) é dada por
x(t) = c1 coswt + casenwt. (4.44)

Usando as condigoes iniciais

{ z(0) = x

.I":UO

encontramos ¢; = xy € s = vp/w, assim
Yo
x(t) = xo coswt + —senwt. (4.45)
w
Agora definimos as constantes A e ¢ pelas expressoes

2
A=+ x%+<%), cosgb:%esengsz—fu (4.46)

com a restri¢ao 0 < ¢ < 27. Usando (4.46) em (4.45), obtemos
x(t) = Acos(wt — ¢). (4.47)

Portanto, temos um movimento oscilatério em torno da posicao central x = 0.
O afastamento maximo da posicao central, A, chama-se amplitude. O periodo da
fungao co-seno em (4.47), T = 27 /w, é o periodo do movimento, o qual significa o
tempo necessario para uma oscilagao completa. O inverso do periodo é a freqiiéncia
f = w/27, que significa o nimero de oscilagbes por segundo. O angulo ¢ é chamado
o dngulo de fase.

4.4.4 Oscilador Harmonico Amortecido

Se no oscilador houver a presenca de uma forca resistiva proporcional a
velocidade, a segunda lei de Newton nos dd ma& = —ux —kz, onde p é uma constante
positiva, ou seja,

ma + px + kx = 0, (4.48)

que é a equacao do oscilador harmonico amortecido.
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Escrevemos a equacao (4.48) na forma
T+ 2vt +wz =0, (4.49)

onde 2v = u/m e w? = k/m. Como vimos na secgao 4.2.1, as solugoes de
(4.49) apresentam comportamentos diversos dependendo das raizes da equagao
caracteristica A\? + 2v\ + w? = 0, ou seja, do sinal do discriminante

ur o 4k B p? — 4km

A =47 —4o* = 5

m2  m m

i. Amortecimento forte: ;2 > 4km, ou seja, v > w. Neste caso a solugio geral
de (4.49) é:

x(t) = e e + cpe™], 1 = +V12 — w2, (4.50)
onde as constantes ¢; e ¢co podem ser determinadas em termos da velocidade inicial
e da posicao inicial. Como v > [, temos que

lim z(t) = 0.

t—o00

A velocidade em um instante ¢t é dada por v(t) = &(t) e dai
v(t) = e ey (I — v)el — co(l 4 v)e ™,

mostrando que ela se anula, no maximo, em um tnico valor de ¢, o qual é dado pela

solucao de
o C2(l+v)

Cl(l — I/) .
Isso implica que #(t) se anula, no maximo, em um valor de ¢. Assim, temos a
possibilidade dos trés graficos abaixo. O movimento se chama aperiddico.
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figura 7.3

ii. Amortecimento critico: p? = 4km, ou seja v = w. Neste caso a solucao
geral de (4.49) ¢
z(t) = e " (cy + cot). (4.51)

Neste caso, ¢; = zg e co = vy + vzrg. Aqui também temos que x(t) — 0 quando
t — co. A expressao (4.51) nos diz que x pode se anular para, no maximo, um valor
de t. A velociadade num instante t é dada por

v(t) = e (cy — vey) — cout],

e, como no caso anterior, ela pode se anular em, no maximo, um ponto. Logo, os
graficos para z(t) tém o mesmo aspecto do caso anterior.

iii. Amortecimento oscilatério: p? < 4km, ou seja, ¥ < w. Neste caso, a
solucdo geral de (4.49) ¢é

z(t) = e " [c; coslt + epsenlt], | = +Vw? — 2. (4.52)
Definimos as constantes A e ¢ da mesma forma que em (4.46), assim
x(t) = Ae " cos(It — ). (4.53)

As constantes A e ¢ podem ser determinadas em termos da posicao z( e da velocidade
inicial vy. Temos, também, que z(t) — 0, quando t — oco. Neste caso, entretanto,
o movimento é oscilatorio, mas a amplitude (Ae ") de suas oscilagoes decresce
exponencialmente. Vé-se que x(t) se anula nos pontos ty, tais que lt;,—¢ = (2k—1)7.
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Capitulo 5

Sistemas de Equacoes Diferenciais

5.1 Equacoes Diferenciais
Note que a equacao de segunda ordem
y' 42ty —y = ¢ (5.1)

pode transformar-se num sistema de duas equacoes de primeira ordem, basta fazer
a transformacao
Y=Y, Y2 =Y (5.2)

Temos entao que y5, =y = y”, assim podemos escrever (5.1) na seguinte forma

Y1 =1
Yo = Y1 — 2tys + €.
Neste capitulo consideraremos sistemas que constam de n equacgoes diferenciais

lineares de primeira ordem com n incégnitas yi,---,y,. Ou seja, estudaremos
sistemas da forma

vy =pu(t)yr +pi2(W)y2 + - + D1 (O yn + @1 (2)
: (5.3)

As fungoes pir e ¢; que aparecem em (5.3) sao func¢oes dadas definidas num certo
intervalo I. As funcoes yq,- -+ , ¥, sao as fungdes que devemos determinar. Sistemas
desse tipo se chamam sistemas lineares de primeira ordem. Uma equacao diferencial
de ordem n sempre pode transformar-se num sistema. Suponhamos que temos

(n—1)

n -1
(y)+a1 y +---+ayy = R(1)

onde a; sao funcoes dadas. Ponhamos
/ / /
=Y, Y2=Y1, Y3 =Yo, ", Yn = Yp_1,
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€ escrevemaos

Y1 = Y2
Yo = Y3
: (5.4)
y;z—l = Yn
Yn = —pY1 — Gn-1Y2 — =+ — Qryn + R(t).
Considere o sistema (15) e introduza a notagao vetorial Y = (yi, -+ ,yn), @ =
(g1, ,qn), e uma funcdo matricial P = [p;;]. Consideremos os vetores como
matrizes colunas n x 1 e escrevamos o sistema (5.3) na forma
Y = P()Y + Q(t). (5.5)

Por exemplo, no sistema (5.5) temos

v=ln]oro=[1 5] en=| 0]

no sistema (2.2), temos

0 1 0 - 0 0
h 0 0 1 -0 0
y=| 7. Pey=| : s L=
’ 0 0 0 1
Yn | —Qn —Qp1 —Qp2 o —ap | i R(t) |

Um problema de valor inicial para o sistema (5.5) é o de encontrar uma funcao
vetorial Y que satisfaca (5.5) e também uma condicao inicial da forma Y (a) = B,
onde a € I e B = (by,---,b,) é um vetor n— dimensional dado. No caso n = 1,
sabemos que se P e () sdo continuas em I, todas as solugoes de (5.5) vem dada por

t
Y (t) = e*VY (a) + A® / e~ ADQ(7)dr,

a

onde A(t) = fj P(7)dr, e a € um ponto qualquer de I.

5.2 CAlculo com funcoes matriciais

Se P(t) = [p;;(t)], definimos a integral de P de a a b por

/abP(t)dt _ {/abpij(t)dt} |

Dizemos que uma funcao matricial P = [p;;] é continua em t se cada elemento p;; é
continuo em t. A derivada P’ se define por

P'(t) = [pi;(t)] -
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Valem as regras

(P+Q) =P +0Q,

(PQ) = PQ' + PQ.
Vale também a regra da cadeia, se F(t) = P(g(t)) onde P é uma fun¢ao matricial
e g ¢ uma funcdo escalar derivavel, entao F'(t) = ¢'(t)P'(¢(t)). Seja A = [a;;] uma
n x n matriz de elementos reais ou complexos. Queremos definir a exponencial e?
de modo que seja satisfeita as seguintes propriedades

ettest = ¢4 v 5 e ¢, (5.6)

el =1 (5.7)

onde 0 e [ sao as matrizes, n X n, nula e identidade, respectivamente. Definimos

A — —_
et = R (5.8)
k=0
DEFINICAO DE SERIE CONVERGENTE DE MATRIZES. Dada uma sucessio
{C)} de matrizes m x n cujos elementos sdo nimeros reais ou complexos, designamos

o elemento 75 de Cj por cg?). Se todas as mn séries

o0

AV =1, m, j=1,--n (5.9)
k=1

sao convergentes, dizemos que a série de matrizes > -, C}, é convergente, e sua soma
esté definida como a matriz m x n cujo elemento ij é a série (5.9). DEFINIGAO
DE NORMA DE UMA MATRIZ. Se A = [a;;] é uma matriz m X n de elementos
reais ou complexos, a norma de A, designada por ||Al|, se define como o nimero

1AL =0 layl (5.10)
i=1 j=1

Teorema 4 Sejam A e B matrizes retangulares e ¢ um escalar real ou complexo
temos

[A+ Bl < Al + 1Bl [ABI < [[A[[IBI, [leAll = |l [|A]l-

Prova. Dem.: Vamos provar para ||[AB||, A = [ai],,«,,» B = [bkjlnxp. Temos
AB =[5 abijl,, ., - Assim

m p m n p m
4B =>_> <20 lawl Dbl <3
=1 k

i=1 j=1 i=1 k=1 j=1

n

Z aikbkj

k=1

n

ais| | Bl = [[A[ | BI| -

|
=1
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Observacao 1 Se B = A obtemos ||A%|| < ||A|*. Por indugio,
4% < 1A, k=1,2,---.
u
Teorema 5 Se {Cy} é uma sucessio de matrizes m X n tais que Y .- ||Cyll

converge, entao a série de matrizes 2;021 Cy também converge.

Prova. Cj = {cfjk)] gc) < ||Ckll. Se D22, [|Ckll converge entdo > .-, cg?)

converge absolutamente. Logo, a série Y .- Cj converge. m Pelo Pelo teorema
2 segao anterior segue que a série matricial
[e.e]
Ak
k!

k=1

C

(5.11)

converge para qualquer matriz quadrada A com elementos reais ou complexos. Pois,

k k
A Al 0_
— < , (A% =1).
k! k!
A lei de expoentes ede? = eBt4 nem sempre é valida para matrizes exponenciais.

Por isso, temos o seguinte resultado importante.

Teorema 6 Sejam A e B duas matrizes n X n permutdveis, AB = BA. Entdo vale

a sequinte relacao

oA+B _ LALB

Prova. Da equacao AB = BA deduzimos que
A’B = A(BA) = (AB)A = (BA) A = BA?

de modo que B ¢ permutavel com A% Por inducdo B é permutavel com qualquer
poténcia de A. Escrevendo €' em série de poténcias encontramos que B é permutavel
com ' para todo t real. Defina agora a funcdo F por

F (t) _ et(A-l—B) _ etAetB‘

A encontramos

Derivando F(t) e levando em conta que B é permutével com e
F’(t) = (A+ B) PlA+B) _ fotAtB _ tAp LB

= (A4 B) !B _ (A4 B)ee!® = (A+ B)F(t)

Pelo teorema de unicidade temos
F(t) = AP R(0).
Mas, F'(0) = 0, assim, F'(t) = 0, para todo t. Logo,
HATB) _ tAB

quando t = 1, obtemos o resultado. m

Exemplo 1 As matrizes sA e tA sao permutdveis para todos os escalares s e t.
Logo,

esAetA _ e(s—&-t)A.
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5.3 Equacao diferencial

Seja t um namero real, A uma matriz n x n e E(t) a matriz n x n dada por

E(t) = e

Teorema 7 Para todo t real a funcio matricial E(t) = e satisfaz a equagdo

diferencial matricial
E'(t) = E(t)A = AE(t).
Prova. Da definicao da exponencial de uma matriz temos

(A Ntk AR
B =3 G =25

k=0 k=0
Designemos por Cl-(f) o elemento ij de A*. Entdo o elemento ij de t* A* /k! & t"“Ci(f)/k!.
Logo
= th Ak

E(t): s
k=0 ’

Derive E(t), obtemos

<ttt el Al BN L
] . 1] 1] o
po =[S0 - [ -2
k=0 k=0 k=0
ou seja,
E'(t) = (Z o ) A=E@)A
k=0
Na ultima expressdo utilizamos a propriedade AKX+ = A*¥A. Posto que A é

permutavel com A* poderiamos também escrever A1 = AAF para obter a relacdo
E'(t) = AE(t). m

Teorema 8 (Nao singularidade de €'
escalar t temos

). Qualquer que seja a matriz A, n x n, e o

otAp—tA _ [
Logo et € nao-singular, e sua inversa é e t4.
Prova. Seja F' a fungao matricial definida por
F(t) = ette™'4
Derivando F', obtemos
F'(t) — oA (6—tA)’ + (etA)’e—tA - (_Ae—tA) + AethetA
= —Aete ™ + Aette™ = 0

ja que A é permutdvel com €. Logo, F' é uma matriz constante. Mas F(0) =
e%e% = I, o que implica F(t) = I, para todo t. =
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Teorema 9 UNICIDADE. Sejam A e B duas matrizes constantes n X n dadas.
A dnica funcao matricial F, n X n, que satisfaz o problema de valor inicial

F'(t) = AF(t), F(0)=B, —co <z < o0

F(t) = "B.

Prova. Note que e!4B ¢ uma solucdo. seja F uma solucdo qualquer e consideremos
a funcao matricial

G(t) = e “F(t).

Derivando este produto obtemos
G'(t) = e F'(t) — Ae " F(t) = e "MAF(t) — e " AF(t) = 0.
Logo, G(t) é uma matriz constante,
G(t) = G(0) = F(0) = B,

ou seja, e “AF(t) = B. Multiplicando por €4 e aplicando o teorema 4 obtemos o
resultado. =

Observagao 2 O mesmo tipo de demonstragio faz ver que F(t) = Be!* ¢ a tinica
solucao do problema de valor inicial

F'(t) = F(t)A, F(0) = B.

Teorema 10 Seja A uma matriz constante n xn dada e B um vetor n-dimensional.
O problema de valor inicial

Y'(t) = AY (t), Y (0) = B,
tem uma unica solucao no intervalo —oo < t < oo, dada por
Y (t) = e B.
Mais geralmente, a unica solugao do problema de valor inicial
Y'(t) = AY(t), Y(a)=B
EY(t) =ell=94p,
Prova. Temos que
Y'(t) = A" B = AY (t), Y(0) = B.

Seja Z uma outra solugdo. Defina F(t) = e *4Z(t) o que implica em F'(t) = 0, logo
F(t) = F(0) = Z(0) = B, portanto, Z(t) = ¢!‘B.

26



5.4 O problema de calcular ¢

Se A é uma matriz diagonal
A=diag(Ay, -+, \n),
também toda poténcia de A é uma matriz diagonal, pois

tA

Por conseguinte, neste caso, e’ ¢ uma matriz diagonal dada por

o0

‘ Z"" t* Z .
= dzag ( H)\]f’ .. k' n) — dzag <6t>\17 “ e ’et)\n> .
k=0

Outro caso facil de manejar é quando A é uma matriz diagonalizavel. Por exemplo,
se existe uma matriz ndo-singular C' tal que C~'AC é uma matriz diagonal, seja
C~1AC = D, entdo temos A = CDC~*, a partir da qual encontramos

A% = (CDC™Y) (CDC™Y) = CD*C,
e, mais geral,
AF =cDFC.
Portanto, neste caso, temos

et — Z e i e (i D k) O = PO,

k=0 : k=0 k=0

A dificuldade, neste caso, se resume em determinar C' e sua inversa.

Exemplo 2 Calcular et para a matriz 2 x 2, A = l o 4 ] :

1 2
Solucao: Esta matriz tem autovalores distintos \y = 6 e Ay = 1, desse modo
existe uma matriz nao-singular C = {Z 2} tal que CAC~! = D, donde
D = diag (A, \y) = [ g [1) } . Para determinar C' podemos escrever AC = CD,

. BRI

ba+4c S5b+4d | | 6a b
a+2c b+2d | | 6c d

ou ainda,
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dai segue que
a=4c e b=—d

tomando ¢ = d = 1, obtemos

(4 <1 L1
S U

Portanto,

174 —17[e* 0 1 1
tA tD 71__
e’ =Ce"C —5[1 1“0 etH—l 4}

_1{4 —1} [ bt th] 1|:466t+€t 4e6t—4et]

501 1 et 4et | T 5| eft —et Bt 4 4et

Exemplo 3 Resolver o sistema linear

y1 = 5y1 +4ya, y1 (0) =2
Yh =11+ 2y2, 12(0) = 3.

Solucao: Na forma matricial o sistema se escreve na seguinte forma

Y'(t) = AY (1), Y (0) = {2] onde A = [? 3]

segundo o teorema 7 a solucdo é Y (t) = €Y (0). Usando a matriz do exemplo 1,
encontramos

y1 | 1| 4e% et 4% — 4ot 2

Yo | 5| ¥ —et eff 4 det 3

yp = 4e% — 2et yy = €% 4 2¢".

obtemos entao

5.4.1 Teorema de Cayley-Hamilton

Teorema 11 (Cayley-Hamilton). Sejam A uma matrizn X n e
fO) =det M — A) = X"+, A"+t
seu polindmio caracteristico. Entao f(A) = 0. Ou seja, A satisfaz a equagao
A" 4 AV o A+ g = 0.
Prova. Demonstracao: Sabemos que

A(cof A)' = (det A)I
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temos que
(M — A) {cof \I — A)} = fF(\) I, (pois f(A) =det (A — A)). (5.12)

A idéia é ver que a equagao (5.12) é valida para A = A também. Exceto para
o namero +1, cada um dos cofatores é o determinante de uma matriz menor de
A — A de ordem n — 1. Portanto, cada elemento de cof (A — A), e portanto,
de {cof (\ — A)}", é um polinémio em X de grau menor ou igual a n — 1. Por
conseguinte

{cof (\] — A)} ZAkBk,

onde cada coeficiente Bj, é uma matriz n X n com elementos escalares. Aplicando
isto em (5.12) obtemos a relacao

n—1

(M —A)> NBy=f(NI
k=0
que se pode escrever na forma
n—1 n—1
N'B,y+ Y M (Bioi— ABy) — ABy = X" + Y MG + Col. (5.13)
k=1 k=1

Igualando os coeficientes de poténcias semelhantes de A em (5.13) obtemos as
equacoes
Bn,1 = I

Bn72 - Aanl = Cnflj

(5.14)
By— AB, = C11
—ABy = Cyl.
Multiplicando as equagoes (5.14) sucessivamente por A", A1 ... A I e somemos

os resultados. Os termos do primeiro membro desaparecem e obtemos
0 = An + CnflAnil + -4 ClA + CUI

o que demonstra o Teorema de Cayley-Hamilton. m

tem como polinémio caracteristico

N O O

5 4
Exemplo 4 A matrizA= |1 2
1 2

FA)=A=1)(A=2)(A—6) = X* —9\% 20\ — 12.
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O Teorema de Cayley-Hamilton estabelece que A satisfaz & equacao

A® —9A% 4204 — 12 =0 (5.15)

A% =9A4% — 20A + 121

A* =947 — 2047 + 12A = 9 (9A® — 204 + 12]) — 204% 4+ 124
= 614 — 168A + 1081

Também podemos expressar A~' como um polinomio em A. De (5.14) resulla
A (A% —9A +20I) = 121 e obtemos

AT = % (A*—9A+201).

5.4.2 O método de Putzer para calcular ¢4

O Teorema de Cayley-Hamilton demonstra que a poténcia n-ésima de qualquer
matriz A, n x n, pode expressar-se como combinacao linear das poténcias inferiores

I,A A% ... A"! Disso resulta que todas as poténcias superiores A1 A2 ...
também podem expressar-se como combinacao linear de I, A, --- A" 1. Portanto,
na série que define e, cada termo ?fkk—ﬁ‘k com k > n é uma combinacao linear de
tRI tRA P A% .. 1P A1 Logo, podemos escrever e como um polindmio em A
da forma
n—1
et = qu(t)AF (5.16)
k=0

onde os coeficientes escalares gx(t) dependem de t. Putzer desenvolveu dois métodos
titeis para expressar et como um polindmio em A.

Teorema 12 Sejam \q,--- , A\, 0s autovalores de uma matriz A, n X n, e definimos
uma sucessao de polinémios em A como seque

Py(A) =1, P(A) =TIF _, (A= N\, I), parak=1,2,--- n. (5.17)

Temos entao .
¢ = " ra () Pu(A), (5.18)

k=0
onde os coeficientes escalares ri(t), -+ ,rn(t) se determinam por recorréncia a partir

do sistema de equacoes diferenciais lineares

ri(t) = Ari(t), m(0) =1, (5.19)
7";{3+1(t) = >\k+1rk+1<t) —|—7’k(t), Tk+1(0) = 0, (k = 1,2, e, N — 1)
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Prova. Sejam 1 (t),--- ,7r,(t) as fungbes escalares determinadas por (5.19) e defina
uma matricial F' por inducao

n—1

= realt (5.20)

k=0

observe que F(0) = r1(0)Py(A) = I. Vamos demonstrar que F(t) = ¢!, provando
que F satisfaz a mesma equacdo diferencial que e, ou seja, F'(t) = AF(t).
Derivando (5.20), temos

n—1 n—1

F'(t) ="y 1 { M1 (B) + e ()} Pr(A),
k=0 k=0

onde 7(t) é por definigdo 0. Escrevemos esta formula na forma

n—2 n—1
F'(t) = riesi () Post (A) + > Merrir (8) Po(A)
k=0 k=0
somando e subtraindo o termo A, F(t) = 310 \urs1(t) Pe(A) na formula acima
obtemos
F(t) Z?‘kﬂ ) {Pri1(A) + (A1 = An) P (A)} (5.21)

Mas de (5.17) vemos que Pyi1(A) = (A — A1 l) Pi(A), logo

Pt (A) + (Aest = An) P (A) = (A = Mt ]) PulA) + Qs = An) P (A)
= (A= \I) Pi(A)

Logo, a equagdo (5.21) se converte em

F(t) = MF(t) = (A= MI) Y ria ()P (4)

Do teorema de Cayley-Hamilton, P,(A) = 0, logo a ultima equagao se torna
F'(t) = MEF(t) = (A= X)) F(t)

o que resulta F'(t) = AF(t). Posto que F'(0) = I, o teorema de unicidade demonstra
que F(t) =¢'t. m
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Exemplo 5 Ezpressar !4 como combinacdao linear de I e de A, se A é uma matriz

2 X 2 com seus autovalores iguais a .

Solugao: Pondo A\; = Ay = A, temos de resolver o sistema de equacgoes diferenciais

ri(t) = Ari(t), 7(0) =1
ro(t) = Ara(t) +r1(t), 72(0) = 0.

Resolvendo essas equacgoes de primeira ordem na forma sucessiva encontramos
ri(t) = eM, ro(t) = te.
Posto que Py(A) =1 e P(A) = A — M, a formula pedida para e' &
e =M1 teM (A= M) =M (1 — M) T +te* A.
Exemplo 6 Resolver o exemplo 1 se 0s autovalores de A sao X e u, tais que X # L.

Solugao: Neste caso,

ri(t) = Ari(t), m(0)=1

cujas solugoes sao

At wt
t) = e n=9%9 <
n() =", ) = 5=
ja que Py(A) =1 e P(A) = A — M entdo a formula para e'4 &
At ut A ut At At ot
O A R P iy () (5.22)
A— U A— A—

Se os autovalores A e 1 s3o complexos, as exponenciais e* e et também serdo. Mas

se A e p sdo complexos conjugados as expressoes que multiplicam [ e A em (5.22)
sao reais. Por exemplo, suponha

A=a+if, p=a—if, [#0.
Entdo A — p = 2if. A equacao (5.22) se transforma em

e(a‘i”iﬁ)t — e(afilg)t

A glatitity | (A= (a+iB)T)

23
= e {ewtl + M (A—al — iﬁ])}
2ip
=™ {(cosﬁt —isenfft) I + se;ﬁ (A—al — zﬂ[)}

dai chegamos a
at

5t

oA —

(B cos St —acsen ft)I + (sen ft) A} .
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5.4.3 Outros métodos para calcular ¢4

Teorema 13 Se A ¢ uma matriz n X n com todos os seus autovalores iguais a X,
entao

n—1
tk
tA _ M e _ k
e’ =e Zk!(A A"
k=0
Prova. Ja que as matrizes At e t (A — A\I) sdo permutéveis, temos

00
€tA e)\tI t(A—XI) )\tIE A )\[

O teorema de Cayley-Hamilton implica que (A — )J)k = 0, para todo k > n, o que
demonstra o teorema. m

Teorema 14 Se A ¢ uma matriz n Xn com n autovalores distintos \1, -+ , A, entao

A=) ML (A)
k=1

onde Ly (A) é um polinomio de grau n — 1 dado pela formula

L A-NI
Lk(A) H] 1]¢kﬁ, k:1727 , n.
J

Observacao 3 Ly(A) sdo os coeficientes de Interpolagao de Lagrange.

Prova. Definamos uma funcao matricial F' pela equacao
= M LA (5.23)
k=1

e comprovemos que F' satisfaz a equagdo diferencial F'(t) = AF(t) e a condigdo
inicial F'(0) = I. De (5.23) vemos que

AF(t) - F'(t) = Zn: e (A — NeI) Ly (A) .

k=1

Segundo o teorema de Cayley-Hamilton temos que (A — A\,I) Ly, (A) = 0 para cada
k, de modo que F satisfaz a equacado diferencial F'(t) = AF(t). Vamos mostrar

agora que
2 Li(4) =
k=1
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De fato, defina

n A=A
Li(\) = j:l,j;ﬁkr/\ju
onde A, -, A\, sdo n escalares distintos. a)
0 se A # A,
Li (M) = { 1se N\, = \g.
b) Sejam yq,- -+, y,, n escalares arbitrarios, e seja

p(\) = Z YrLi(N).

Entao p(A) é o unico polinémio de grau menor ou igual a n — 1 que satisfaz as n
equacoes
p(Ak’) = Yk, k= 172a"' , 1.

m De fato, o polindémio de grau menor ou igual an — 1

h(A)=p(A) — Z YeLi(N)

é tal que
h(AM)=-=h(\,) =0

segue que h (A) = 0. Prova. ¢) Como p(\) = 1, satisfaz p(A\;) = --- =p(\,) =1
segue que y ,_, Lj (\) = 1, para todo \. Dai, deduzimos que

onde [ é a matriz identidade. m

Teorema 15 Seja A uma matriz n x n (n > 3) com dois autovalores distintos A e
L, tais que A tem multiplicidade n — 1 e p tem multiplicidade 1. Temos entao que

n—2 n—2
etA—e’\tZﬁ(A—)\I)k—f—{ et _ e Ztk(ﬂ_/\)k}(A_)\I)n—l
k=0 k! (N - /\)nil (l/’ - /\)nil k=0
Prova. Temos que
A ot k )\n_th ELoa e k
e =e tZH(A—)\I) = tZH(A—/\]) +eM (A=)
k=0 k=0 k=n—1
At — YR S 1+
= — (A= M\ —— (A= )"
‘ kzok!( e ;(n—l—i-r)!( )
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Posto que
A—pul =A—- XN —(p—MN1

entao

(A=XD)" " A—pl)=(A=AD)" = (=X (A=XD)""".

O primeiro membro é 0 em virtude do teorema de Cayley-Hamilton, desse modo
(A=AD)" = (p—=X) (A= AD)"""
usando isto, temos

A= AD"M"" = (u=N"(A=XD""" (por indugao
( 1

segue que
i i N (A=) = _ i r* (=N (A= AD)""
Ze(n—1+r) (= T N A

0 que mostra o teorema. H

5.4.4 Casos 3 x 3

Caso 1. Se uma matriz A, 3 x 3, tem autovalores A, A\, \ entao
1
etd = M {1 +t(A—N)+ 5152 (A— )\I)Z} :

Caso II. Se uma matriz A, 3 x 3, tem autovalores A, i, v entao

m_pA-pA-vD) (A=A (A=vD) (A= M) (A - p])
A=v)(A=-v) (1= A) (= v) (v =XA) (v —p)

Caso III. Se uma matriz A, 3 x 3, tem autovalores A\, \, 4 sendo A\ # p,

pt oAt LNt

PSR T (A— D)2,

et =eM{I+1(A- D} +

0 1 0
Exemplo 7 Calcular et* quando A= | 0 0 1
2 —5 4
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Solucao: Os autovalores de A sao 1,1, 2, logo, pelo caso 111, temos
et = {IT+t(A-D}+ (¥ —e)(A-1)" —te (A-1). (5.24)
Dai
et = (=2te' + ) I+ {(3t+2) e —2e*} A— {(t+1)e' —e*} A (5.25)

basta calcular (A — I)* ou A? e efetuar as operacdes indicadas em (5.24) ou (5.25)
para obter

—2tet + e* (3t +2)et —2e* —(t+1)et +e*
et =| =2(t+1)e' +2e* (3t+5)e' —4e? —(t+2)e" + 2e*
—2(t+2)e' +4e* (3t+8)e' —8* —(t+4)e + 4e*

5.5 Sistemas Lineares com coeficientes constantes
Considere o problema de valor inicial nao homogéneo
Y'(t) = AY (1) + Q(t), Y(a) = B, (5.26)

num intervalo I. Onde A é uma matriz constante n x n, ) é uma funcao vetorial
n-dimensional continua em I, e a € I. Multiplicando ambos os membros de (5.26)
por e *4. obtemos

e IY() — AY (1)} = e Q) (5.27)

Dai
d

S ()} = QM

Integrando a equacao acima de a a t, temos
t
Y (1) — e=0A = / ¢ AQ(s)ds (5.28)
Multiplicando por e4 a igualdade acima obtemos a solucdo explicita
t
Y(t)=e"94B 4 etA/ e Q(s)ds. (5.29)

Teorema 16 Seja A uma matriz constante n X n e (Q uma funcdo vetorial n-
dimensional continua num intervalo I. Entao o problema de valor inicial

Y/(t) = AY(t) + Q(t), Y(a) = B,

tem uma unica solugao em I dada pela formula (5.29) acima.
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Observe que o primeiro termo, e®~®4B, ¢ a solucio do problema homogéneo
Y'(t) = AY (t), Y(a) = B. O segundo termo ¢é a solu¢ao do problema nao homogéneo

Y'(t) = AY (t) + Q(t), Y(a) = 0.
Exemplo 8 Resolver o problema de valor inicial

Y'(t) = AY (t) + Q(t), Y(0) = B

no intervalo (—oo,00) onde
2 -1 1 et 0
A=|0 3 —1|, Qqvy=| o |, B=]0
2 1 3 te? 0

Solucao: De acordo com o teorema 13 a solucao vem dada por

Y(t) :etA/O e_SAQ(s)ds:/ e =9Q(s)ds.

0

Os autovalores de A sao 2,2,4. Para calcular e utilizamos a féormula do caso I11,
obtendo

1 1
e =M {I+t(A-20)}+ 1 (e" —e) (A— 2I)% — §t€2t (A—2I)
1
:th{[—i-t(A—QI)jLZ (e* —2t—1) (A—21)2}
Trocando ¢ por (t — s), nesta formula, obtemos e=9)4 Togo,

el=9)4Q(s) = 29 {] +(t—s)(A=2I)+ i (62(t_s) —2(t—s) - 1) (A— 2[)2} Q(s)

1 t—s
= | 0| +(A-2I)¢* 0
s s(t—s)
1 e2e™? —2(s—t)—1
+ Z(A—2I)262t 0

e*te™ —2s(t —s) — s

Integrando de 0 a ¢, temos

t £
t 2
Y(t) = / eAQ(s)ds =€ | 0 | +(A—20)e* | 0
2 3
; : e
] zet — 2 —t—¢?

+ (A= 21)% e



Posto que

0 —1 1 2 0 2
A—2I=|0 1 —1| e (A=20P2=| -2 0 -2
2 1 1 2 0 2
encontramos
— 3 3
t s o R O
Y(t)=e| 0 | +e* | & | 4e| 224343432408
¢ £yt R T
[ 3p2t _ 3 _ 1y 342
it T
= | —2e¥ 43 4314 342
3 3 _3p_ 3
B Tl U (o
5.6 Sistema linear geral
Considere o problema
Y'(t)=Pt)Y(t)+Q(t), Y(a)=DB (5.30)
No caso n = 1, podemos resolver a equacdo (5.30) da seguinte forma: Seja

At) = fat P(s)ds, desse modo, multiplicando a equacdo (5.30) por e~4® obtemos

A0 [Y1(1) — PU)Y (1)} = e 10Q(1) (5.31)
ou
LY m) = 000 532
Dai ;
e_A(t)Y(t) — e_A(“)Y(a) = / e_A(S)Q(S)dS
segue que '

t
Y (t) = eMe 2@y (a) + A(t)/ e 46 Q(s)ds. (5.33)
A passagem de (5.31) para (5.32) nao é aplicavel as fun¢oes matriciais, pois a
derivada de e=4®) nio é, necessariamente, —P(t)e~4® . Se A ¢ uma funcgio escalar
a formula se E(t) = eA® entdo

E'(t) = A'(t)eA®

é valida mas nem sempre é valida quando A é uma funcao matricial. Por exemplo,

se A(t) = { é é } entdao £ [eAM] £ A'(t)e™. Suponhamos que multiplicamos
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cada membro de (5.30) por uma matriz F'(t), n x n, ndo especificada. Isto nos da a
relacao
FOY'(t) = FOP@)Y (1) + FOQ)

Somemos agora aos dois membros F'(t)Y (). Desse modo, obtemos
{FOY @)} ={F'(t) + F(t)P(t)} Y (1) + F(1)Q(t)

se F'(t) + F(t)P(t) = 0 entao, temos

Dai

Se F' é uma matriz nao singular, entao
t
Y(t) = FY (1) F(a)Y (a) + F-1(¢) / F()Q(s)ds. (5.34)

Se encontramos uma fungao matricial F'(t), n X n, que satisfaca

e que seja nao singular teremos encontrado uma generalizacao da féormula escalar

dada por (5.33).

Teorema 17 Suponhamos que A(t) é uma fungdo matricial n X n continua num
wntervalo aberto I. Se a € I e B é um vetor n-dimensional dado, o sistema linear
homogéneo

Y'(t) = AW)Y (), Y(a)=DB

tem em I uma solucao Y que € um vetor n-dimensional.

Teorema 18 Dada uma funcao matricial P, nxn, continua num intervalo aberto [
e dado qualquer a € I, existe uma funcao matricial F, n X n, que satisfaz a equagao
diferencial

F'(z) = —F(x)P(x) (5.35)

em J, com valor inicial F(a) = 1. Além disso, F' é nao singular para todo x € J.

Prova. Seja Y; uma solucao vetorial de

Yi(z) = —P(2)"Yi(2)
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em J com vetor inicial Y;(a) = I, onde I} é a coluna k da matriz identidade I, nxn.
Aqui P(z)" é a transposta de P(x). Seja G(z) a matriz n x n cuja coluna k é Yi(x).
Entao G satisfaz

G'(z) = —P(2)'G(z) (5.36)

em J, com valor inicial G(a) = I. Tomemos a transposta em cada membro de (5.36) .
Posto que a transposta do produto é o produto das transpostas na ordem invertida,
temos

G/ (2)]" = —G(2)' P().

Também a derivada da transposta é a transposta da derivada. Logo, (G')" = (G)'.
Portanto, F(z) = G(z)' satisfaz a equacao diferencial (5.35) com valor inicial
F(a) = I. Vamos mostrar que F' é nao singular. Seja H a fungdo matricial n x n
cuja coluna k é a solucao da equacao diferencial

com valor inicial Y (a) = I, a coluna k de I. Entdo H satisfaz o problema de valor
inicial

H'(z) = P(a)H(x), H(a)=1I.
em J. O produto F(z)H(x) tem derivada

F(x)H' () + F'(z)H(x) = F(z)P(2)H(x) — F(z)P(x)H(x) =0, Vz € J

Logo, F(z)H(x) é constante, F(z)H(z) = F(a)H(a) = I, assim H ¢é a inversa de
F.om
Resumimos tudo isso no seguinte teorema.

Teorema 19 Dada uma funcao matricial P, n x n, e uma funcdo vetorial n-
dimensional ), ambas continuas no intervalo aberto J, a solucio do problema de
valor inicial

Yi(z) = P(2)Y (z) + Q(z), Y(a) =B,

em J, vem dada por
Y(z) = F Y2)Y(a) + F () / ' F(t)Q(t)dt.

A matriz F(x), nxn, é a transposta da matriz cuja coluna k é a solugao do problema
de valor inicial

Y'(z) = —P(2)'Y (z), Y(a)=1I,

onde Iy, € a coluna k da matriz identidade 1.
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5.7 Resolucao por séries de poténcias
Consideremos um sistema linear homogéneo
Y'(z) = A(x)Y (z), Y(0)= B, (5.37)

em que a matriz A, n x n, dada, tenha um desenvolvimento em série de poténcias
de x convergente num certo intervalo aberto que contenha a origem, tal como

A(z) = Ao+ Ajx + Apz® + -+ + A + -+ | para |z <,
onde os coeficientes Ag, A1, - -+ sao matrizes n x n dadas. Vamos considerar
Y (z) =B+ Bz + -+ BpzF + -

com os vetores By, By, - -+, como coeficientes. Ja que Y (0) = By, a condi¢ao inicial
serd satisfeita com By = B. Para encontrar os coeficientes restantes substituimos
a série de poténcias de Y (z) na equagao diferencial e igualamos os coeficientes de
poténcias semelhantes de x obtendo o seguinte sistema de equacgoes

k
By =ABy, (k+1)Bryi=» ABi,, k=12 (5.38)
r=0

Estas equagoes podem ser resolvidas na forma sucessiva com respeito aos vetores
By, By, -+ . Se a série de poténcias de Y (x) que obtermos convergir num certo
intervalo |z| < rq, entdo Y (x) serd uma solugao do problema de valor inicial (5.37)
no intervalo |z| < r, sendo r = min {ry,r2} . Por exemplo, se A(x) é uma matriz
constante A, entao Ag = A, A, =0, k> 1, assim

By = AB, (k+1)By = ABy, k> 1

Dai 2
1
BQ——A81:7B
1 A3
By = -ABy = —
ST 3T
Ak
Logo
<  k
_ T k _zA
Y(x)_B+ZHAB_e B
k=1
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5.8 Meétodo das aproximacoes sucessivas

Consideremos o sistema linear homogéneo qualquer
Y'(t) = AY (¢) (5.39)

onde A é uma funcao matricial n X n, continua no intervalo aberto J. O método que
vamos empregar é o "método das aproximacdes sucessivas' que foi publicado primeiro
por Liouville em 1838 com o estudo das equacoes diferenciais lineares de segunda
ordem. Mais tarde, ele foi estendido por J. Caqué em 1864, L. Fuchs em 1870 e G.
Peano em 1888 no estudo das equacdes lineares de ordem n. Em 1890, Emile Picard
(1856-1941) estendeu o método para as equagoes diferenciais nao lineares. O método
comeca tomando uma suposta solugao da equacgao (5.39) . Tomamos um vetor inicial
dado B. Substituimos a suposta solugao no segundo membro da equagao e obtemos
uma nova equacao diferencial

Y'(t) = A(t)B (5.40)
J& nao temos funcao incognita no segundo membro, desse modo podemos integrar
a equagao, obtendo:

Yi(t) = Yi(a) + /xA(t)Bdt =B+ /xA(t)Bdt

onde usamos Y (a) = B. Trocamos agora Y por Y] no segundo membro da equacio
(5.39) obtendo
Y'(t) = A(t)Yi(t)

Esta equagdo tem uma tnica solugao Y, em J que satisfaz Y3(a) = B,
Yo(z) = B+ /m A(t)Yi(t)dt. (5.41)
Continuando com este processo, chegamos
Yiii1(x) = B+ /I A)Yi(t)dt, k=0,1,2,---. (5.42)

Queremos mostrar agora que (Yj(x)) converge a um limite Y que é a solu¢ao do
problema, com condi¢do inicial Y (a) = B. Demonstragao da convergéncia das
aproximacoes sucessivas Temos que

k—1

Yi(z) = Yo(@) + Y {Yins1(2) = Yiu(2)} (5.43)

m=0

Vamos mostrar que a série
Z Y1 (z) — Y ()}
m=0
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converge para cada x de J. Basta mostrar que a série

Y Yt (x) = V()| (5.44)

converge. Considere um subintervalo J; de J que contenha a, .J; fechado e limitado.
Temos que

Vi) - Yo(w) = [ At)Ba

suponha a < x. Entao podemos escrever

Y1 () = Yo(z)|| =

L[AwwﬂSAWMwwﬂﬁ (5.45)

Como A(t) é continua em J, entdo A(t) é limitado em .J;. Por conseguinte ||A(t)|| <
M, (M = sup,;, [|A(t)]|) em Ji. Logo, o integrando de (5.45) esta limitado por
| B|| M, desse modo,

|Y1(z) — Yo(x)|| < / |B|| Mdt =M ||B|| (x —a), Y > aem Ji.
Fazendo o mesmo para Y5 — Y7, obtemos

1Yz (z) = Y1 (@) =

/wamw—nwwﬂg/WmmwwMﬁ—@ﬁ

M? (z — a)®

o , Vo > aem J;.

gwwﬁ/@—@ﬁzwn

Por inducao

Ml (z — a)erl

HYm_H(fE) —Yn (JI)H < ||B|| (m+1)[

Jm:071727"'7

e para todo z > a em J;. Se x < a, utilizamos o mesmo raciocinio com |z — a| em
lugar de (z — a) .Se L é o comprimento do intervalo .Jy, temos |z — a| < L, Vz € Ji,
desse modo

Mm+1 Lm+1

1Yo (@) = Yo ()} < B = =57

, m=20,1,2,--- ) para todo x € J;

Como a série >~ || B|| % ¢ convergente segue que a série (5.44) converge
uniformemente em .J;, pois é majorada por uma série convergente. Com isso
concluimos que a sucessao das aproximagcoes sucessivas sempre converge e, em Ji,
a convergéncia é uniforme. Seja Y a funcao limite. Isto é, definimos Y para cada
x € Jy por

Y(z) = lim Yi(2)

k—o00
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Propriedades de Y : a) Y ¢ continua em Ji; b) Y(z) = B+ [T A(t)Y (t)dt, para
todo z € Jy; ¢) Y(a) = B, Y'(x) = A(x)Y (x), para todo = € J;. Demonstragao de
a). Cada Y} é uma matriz coluna cujos elementos sdo fungoes escalares, continuas
em J;. Cada elemento de Y ¢é limite de uma sucessao uniformemente convergente
de funcoes continuas, desse modo, cada elemento de Y é continua em J;. Logo Y é
continua em J;. Demonstragdo de b). A formula de recorréncia (5.42) estabelece
que

Yo = B+ / A(#)Ya(t)dt

Logo,

Demonstracao de ¢). A equacao Y (a) = B resulta de (b), devido a (a), o integrando
de (b) é continuo em J;, portanto, em virtude do teorema fundamental do calculo,
Y'(x) existe e é igual a A(t)Y (t) em J;. O intervalo J; é um subintervalo qualquer
de J fechado e limitado e que contém a. Se J; se amplia, o processo de se obter
Y (x) ndo varia pois s6 inclui a integragao de a a x. Ja que para todo x, existe uma
solucao no intervalo J.

Teorema 20 (Teorema de Unicidade para Sistemas Lineares Homogéneos). Se A(t)
€ continua no intervalo aberto J, a equacao diferencial

Y'(t) = A()Y (t)

tem uma dnica solu¢ao em J que satisfaz uma condi¢ao inicial Y(a) = B.

Prova. Sejam Z e Y duas solucoes em J. Seja J; qualquer subintervalo de J limitado
e fechado que contenha a. Demonstraremos que Z(z) = Y (z), para todo = € Ji.
Isto implica Z =Y em todo intervalo J. J4 que Z e Y sao solugoes entao temos

Z'(t) =Y'(t) = A(t) (Z(t) = Y (1))
seja x € J; e integremos de a a x, obtemos

2a)-v() - | " A {2() - Y (1))t

o que implica

12 (z) = Y(2)| < M

/ 12ty - Y () de (5.46)
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Seja M; uma cota superior para a fungio ||Z(t) — Y (¢)|| em J;. Entdo de (5.46)
temos

1Z(x) =Y (z)|| < MM, |z — al (5.47)
aplicando (5.47) no segundo membro de (5.46) obtemos

@ —af”

1Z(z) = Y (2)]| < M*M;

/ It — al dt’ = M*M,

por indugao
z —al™

1Z(2) =Y (@)l < M™Mi——

(5.48)

quando m — oo o segundo membro de (5.48) tende a 0, assim Z(z) =Y (z). ®

5.9 Aproximacoes sucessivas para sistemas nao
lineares

Consideremos um sistema nao linear de 1 ¢ ordem
Y'(t) = F(t,Y), (5.49)

onde F' é uma funcao matricial vetorial n-dimensional dada, e Y é uma funcao
vetorial n-dimensional que devemos determinar. Queremos uma solucao Y que
satisfaca a equagao (5.49) para cada t € J e que satisfaga uma condicao inicial dada,
por exemplo Y(a) = B, onde a € J e B é um vetor n-dimensional dado. Como
no caso linear, construimos uma sucessao de aproximagoes sucessivas Yg, Y1, -+,
tomando Y, = B e definindo Y}, em fun¢ao de Y, mediante a formula de recorréncia

Yii1(x) = B+ / F(t,Yi(t))dt, k=0,1,2,--- (5.50)

Impondo certas condigoes a F), esta sucessao convergird para uma fungao limite Y
que satisfaca a equacao diferencial e a condicao inicial.

Exemplo 9 Consideremos o problema de wvalor inicial y' = 2% + 4%, com y
em v = 0. Calculemos algumas aproximagcoes da solug¢io. Seja Yy (v) =
determinemos as trés sequintes aproximacoes:

T x3
Yl(m):/ tht:§
0

6 3 7

v * t x T
ch):/ t2+Yt2dt:/ [t2+—}dt:—+—,
2 0[ (1] o 9 363

)

=0
0 e



1'3 CB7 2.1711 x15

dt = — + — .
3 i 63 * 2079 * 99535

x t3 t? 2
3/3({L’>=/ t2+(§+§)
0

Vemos agora o trabalho necessdrio para calcular mais aproximacoes. Por exemplo,
as duas aprorimacoes sequintes Yy e Yy serao polinémios de graus 31 e 63,
respectivamente.

Exemplo 10 Consideremos o problema de valor inicial, iy = 2x + €Y, com y = 0
quando x = 0. Comecamos com Yy (x) = 0 e encontramos

Yl(x):/ (2t + 1)dt = 22 + x,
0

%@%i/<%+ﬁﬂyﬁzﬁ+/"f“ﬁ
0 0

Aqui nao se pode ir adiante pelo fato que a ultima integral nao pode ser calculada
como expressao de funcoes elementares.

No caso nao linear, esse método é eficiente para estabelecer teoremas de existéncia.

Cousidere
Y'=F(t,Y)

seja J um intervalo aberto no qual desejamos uma solucdao. Suponhamos a € J e
B é um vetor n-dimensional dado. Designamos por S um conjunto no espaco de
dimensao n + 1 dado por

S={(x,y) talque |z —a|<h, |Y—DB| <k}

onde h >0ek >0.|Sen=1,S5 éum retangulo com centro em (a, B), com base
2h e altura 2k|. Suponhamos que o dominio de F' inclui um dominio desse tipo e
que F' ¢é limitada em S, seja

[1F(z,Y)|| < M (5.51)

para todo ponto (z,Y) de S, onde M é uma constante positiva. Suponha que a
fungdo composta G(z) = F(x,Y(x)) é continua no intervalo (a — h,a + h), para
toda funcao Y que seja continua em nesse intervalo e que tenha a propriedade
que (z,Y (x)) € S para todo = no intervalo. (Essa hipOtese assegura a existéncia
das integrais que aparecem no método das aproximagoes sucessivas, assim como,
a continuidade das fun¢oes assim construidas). Finalmente, suponhamos que F' é
Lipschitziana em relacao a Y, isto é,

[F(2,Y) = F(z, Z)|| < AlY — Z||

para todo (z,Y) e (z,Z) de S, A constante positiva.
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Teorema 21 Suponhamos que F' satisfaz a limitacao, a continuidade e as condigoes
de Lipschitz acima citadas, no conjunto S. Seja I o intervalo aberto (a — c,a + ¢),
onde ¢ = min{h,k/M}. Existe entao uma tnica solugao Y definida em I, sendo

Y(a) = B, tal que (x,Y(z)) €S e
Y'(z) = F(z,Y(x)), Vo € I.

Prova. Seja Y; (z) = B e definamos as fungoes vetoriais Y, Ys, -+ em I mediante
a formula de recorréncia

Y1 () = B+ / F(t,Y,(t)dt, m=0,1,2,---. (5.52)

Para que a formula (5.52) tenha sentido necessitamos saber se (z,Y,, (x)) € S para
todo = € I. Por inducdo, quando m = 0, temos (z, Yy (z)) = (z, B) que esta em S.
Suponhamos (z,Y,, (z)) € S para um m e cada x € I. Utilizando (5.51) e (5.52)

obtemos
/ dt‘ < M|z —al

Yoni1 (2) = Bl| < s<M

/WF&KAMMt

Posto que |z —a| < ¢, Vx € I, entao

[Yoner (&) = Bl < Me < &

o qual demonstra que (z,Y,,11(z)) € S, para todo z € I. A convergéncia da
sucessao {Y,, (z)} se estabelece como na se¢do anterior. Escrevemos

k-1

Yi(2) = Yo (@) + ) {Yosi () = Yo ()}

m=0

e demonstremos que Y}, (z) tem um limite quando k& — oo, provando que a série

Y Ynsa(@) = Yo (@)

converge em [. Isto se deduz da desigualdade
MA™ |z — a|™*! < M A™ ™
(m+1)! - (m+1)!

que se demonstra por inducao usando a féormula de recorréncia e a condicao de
Lipschitz. Definimos entao a fungao limite

Vi1 (2) = Yo (2) ]| <

Y(z) = lim Yi(z), paratodo z € I
k—o00
e comprovamos que satisfaz a equacao integral

Y(z) =B+ / F(t,Y(t))dt.
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Capitulo 6

Sistemas Autdonomos

Este capitulo pertence a teoria qualitativa das equacgoes diferenciais. Aqui,
nao estamos interessados na obtencao de expressoes exatas para as solucoes dos
problemas. A énfase é, antes em se obter propriedades das solucoes, retirando-as
através de uma analise das equacoes.

Propomo-nos estudar neste capitulo problemas na formas:

«' = f(z)
{ x(to) = Zo, (61)

onde f: E — RY esta definida num aberto E CRY, ¢ty € Re zy € E.
As solugoes desta equacao sao aplicagoes diferenciaveis z : I C R — E tais que

dx

) = J(0)
para todo t € I, sao chamadas trajetorias ou curvas integrais da equagao diferencial
do problema (6.1).

Para melhor compreender esses problemas é importante ver o significado
geométrico da equacao diferencial. Ela admite a seguinte interpretacao geométrica:
x é uma curva integral de @’ = f(x) se, e somente se, seu vetor velocidade z/(t) em
t coincide com o valor do campo f em x(t).

o0 = flob)

s}

figura 9.1
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6.1 Trajetorias e o Fluxo

Como vimos no Capitulo 3, a hipotese de f ser de classe C! garante que o PVI
(6.1) possui uma unica solu¢do.

Se conhecemos uma solugao = : I — RN qualquer da equagio 2’ = f(z),
definida em algum intervalo I C R, entao também podemos determinar solugoes com
qualquer condicao inicial temporal em R e qualquer condi¢cao espacial na imagem
da solu¢ao x. Mais precisamente, se t; € R e x1 = x(t*) para algum t* € I, entdo

T(t) =a(t —t1 + t7)
define um caminho derivavel no intervalo transladado
J:]—t*—f—tl:{tGR‘t—tl—f—t* G]}

tal que T(t1) =z e T'(t) = 2/(t — t1 + t*) = f(x(t — t1 +t%)) = f(T(t)) para cada
t € J. Observe que a solugao original z e a transladada ¥ percorrem a mesma
imagem no aberto F, ou seja, os trajetos percorridos pelas duas solugoes sao iguais.

Esta propriedade de translacao ou de invariancia de solugoes é caracteristica
das equagOes autonomas e nos permite estudar todas as solucoes de (6.1) tomando
sempre a mesma condi¢ao inicial tempotal ¢5. Em geral tomamos t; = 0. Pelo visto
acima, o conjunto de todas as solucoes do PVI

{rol

em E coincide com o conjunto de todas as possiveis solugoes de 2/ = f(x).
Note que duas solugoes distintas de uma mesma equacao

v’ = f(x) (6.2)

nao podem se cruzar transversalmente num mesmo ponto p € F, pois entao teriamos
duas velocidades vetoriais distintas neste ponto, enquanto que ambas devem ter a
mesma velocidade f(p).

x/ (1)

x (1)

x (1)
figura 9.2
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Tampouco pode existir um ponto p € E no qual duas solugoes x; e x5 de (6.2)
sao tangentes, por contrariar a unicidade das solugoes com a mesma condicao inicial
xog = p. De fato, se x1(t1) = p = z2(t2), basta transladar x4(t), definindo

I_Q(t) = Jfg(t + t2 — tl),

para obter duas solucoes z; e T3 da mesma equagdo com mesma condi¢ao inicial
z(t1) = p. Da mesma forma, ndo pode acontecer que duas soluc¢oes iguais num certo
intervalo de tempo acabem bifurcando e tomem caminhos distintos, pois no tultimo
ponto comum voltamos a ter a situagao da tangéncia que acabamos de examinar.

x% (1)

X /(t):xz/(t)

x, (1)

figura 9.3

Defini¢ao 16 Dizemos que I é um intervalo mdzimo da solucao de (6.2) por zo se
dada qualquer solugdo x : J — RY de (6.2), temos J C I.

Estamos interessados em saber quando a solugiao z : I — RY da equagao (6.2)
estd definida para todo t € R. Pelo Teorema 5, se mostrarmos que ||z(t)| fica
limitada, entdo a soluc¢ao da equagao diferencial (6.2) esté definida para todo ¢t € R,
caso contrario, nao estard definda globalmente.

(1—t)teé

Exemplo 24 Dado o campo f(z) = z* em R, verificamos que x(t) =
,1). Note que

a unica solugao de o' = f(x) com x(0) = 1.. Neste caso, I = (—
|z(t)| fica ilimitado quando t — 1.

Definicao 17 Dizemos que o fluxo no tempo t associado ao campo de vetores
f:E—RYN ¢ a aplicacio
¢ E— RN

definida da seguinte maneira: dado x € E, tomamos a solu¢ao mdzxima x : [ — E
de 2’ = f(z) com z(0) = x e entdo definimos

o) = x(t).

Assim, enquanto a trajetoria x(.) descreve a posi¢ao da solugio em funcdo da variavel

temporal t para x = x(0) fixado, o fluxo ¢;(.) no tempo ¢, por outro lado, exerce

um papel inverso: fixado ¢, descreve a posicao das solucoes em funcao da condicao

inicial , ou seja, diz onde se encontram as trajetérias depois de passado o tempo .
O fluxo no tempo t possui as seguintes propriedades:
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(i) ¢:: E — RY ¢ continua;

(i) ¢o(x) = ;

A propriedade (i) é justificada a partir da dependéncia continua das condigoes
iniciais. Ja (ii), ¢ imediato da defini¢ao de fluxo no tempo t.

Definicao 18 Juntando todos os fluros nos tempos t, obtemos o fluro do campo de
vetores f : E — RY, que é aplicacao

6:Q—RY,
onde Q =R x E C RNt ¢ definida por

¢(t,$) = ¢t(1’.)
para cada t € 1.

Assim, a derivada parcial temporal do fluxo satisfaz a equacao

9¢
3¢ (H@) = folt,2)) (6-3)

para cada ¢ no intervalo maximo [. Para ver isto, basta tomar a solu¢ao x(t) de
¥’ = f(x) com z(0) = x e derivar ¢(t,x) = ¢¢(x) = x(t) parcialmente em relagio a
t para obter

g_f@,w) = 2/(t) = f(2(t)) = f(&i(x)) = f(8(t,2)).

Deste modo, o fluxo ¢(¢, z) de um campo nos da uma informacao global de todas as
trajetorias do campo.
A seguir, mostraremos uma propriedade muito importante de fluxo.

Proposiciao 3 Se ¢ : Q — RN ¢ o fluzo de um campo f : E — RY de classe C*
entao

¢(t7 ¢(S,l‘)) = ¢(t—|—$,$) (64)

para quaisquer s,t € R e x € F tais que s,t +s € I.

Proposicao 2 Consideremos o sequinte PVI:

o=
{ 2(0) = (s, 7). (6.5)

Afirmacao: z1(t) = ¢(t,¢(s,xz)) € solugao do PVI (6.5). De fato, como foi
mostrado anteriormente x1(t) satisfaz a equacdo do PVI (6.5) e a condi¢do inicial é
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obviamente satisfeita. Por outro lado, x4(t) = ¢(t + s, x) também € solugdo do PVI
(6.5). De fato, usando a definicao de fluxo, temos

(b(t + S?‘I.) = ¢t+s(x) = ‘%(t + 8)7
derivando x5(t) parcialmente em relacao a t, obtemos

0
W14 5,0) = (14 ) = Falt +5)) = F(0(t +5,2)).
Logo, xs(t) também é solugao do PVI (6.5).
No entanto, temos a hipdtese de que o campo f € de classe C', entdo, pelo
Teorema de Fristéncia e Unicidade, a solugcao do PVI (6.5) € unica e, portanto,

21(t) = 22 (t).

6.2 Pontos de Equilibrio ou Singularidades

Para o entendimento da dinamica de um campo de vetores destacamos dois
tipos especiais de trajetorias de campos quaisquer: as singularidades e as trajetorias
periddicas. Comecamos aqui com as singularidades.

Definicao 19 Dizemos que o € E é uma singularidade ou um ponto de equilibrio
do campo f se f(xg) = 0 € RN, Dizemos que uma singularidade zo € isolada se
¢ a unica singularidade do campo em toda uma vizinhanca. Pontos que nao sao
singulares costumam ser denominados requlares.

Dizemos que uma singularidade xy é isolada se é a tnica singularidade do campo
em toda uma vizinhanca. Pontos que nao sao singulares costumam ser denominados
regulares.

Exemplo 25 Para os sistemas de equacoes diferenciais lineares ' = Ax, a origem
o =0 € RN € sempre um ponto singular, pois A0 = 0 para toda matriz A.

Se z é uma singularidade de f, entao o caminho constante dado por x(t) = x¢, para
todo t € R, é a tinica solugdo de 2’ = f(x) com x(0) = z(. Segue-se que um ponto
xq de equilibrio de f pode ser caracterizado como um ponto tal que ¢;(xg) = xo para
cada t € R, de modo que muitas vezes também dizemos que um ponto de equilibrio
do campo é um ponto fixo do campo.

A anélise dos pontos de equilibrio de uma equacao diferencial é muitas vezes
extremamente importante para ajudar no entendimento global do comportamento
das trajetorias no espaco de fase.

Definigao 20 Dizemos que uma trajetoria x : R — RY de (6.2) com x(0) = zo €
periodica se f(xg) # 0 e existe um valor t; > 0 tal que x(t1) = x(0) = o e o periodo
T € o menor de tais possiveis valores t1 > 0. Também dizemos, neste caso, que xg
¢ um ponto periodico do campo f.
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Note que, por definicdo, um ponto equilibrio nao é um ponto periédico. Uma
trajetoria periddica pode ser caracterizada pela existéncia de um ponto xy € F
tal que ¢;(zg) = zp para algum ¢t =T > 0, mas ndo para 0 < t < T.

A seguir vamos estender os conceitos de estabilidade , introduzidos na secgao 2.6
para sistemas autoénomos no plano.

Definigdo 21 Um ponto de equilibrio xo = (29, 29) € estdvel se, dado € > 0, existe

d > 0, tal que para qualquer orbita x(t) = (x1(t), z2(t)) com
() — @l <0

tenhamos
|z(t) — xo|| <€, para todo t > 0.

Definicao 22 Um ponto de equilibrio xy € assintoticamente estdvel se ele for estdvel
e se existir um n > 0 tal que toda orbita x(t) com

[2(0) = ol <n
entao
tEeroom(t) = Zo. (6.6)

Essa definicao simplesmente diz que o6rbitas “comecando perto"de zy permanecem
perto, e de fato convergem para o ponto de equilibrio.

A B

.
/

figura 9.4

As figuras B e C apresentam pontos de equilibrio assintoticamente estaveis; ja o
exemplo A mostra um ponto de equilibrio somente estéavel.

Na definicao de singularidde assintoticamente estavel, grifamos a palavra estavel
para enfatizar que a condi¢ao (6.6), uma caracteristica desse tipo de singularidade,
nao é suficiente para caracterizéi-la.
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Vamos agora supor que a origem (0,0) é uma singularidade isolada do sistema:

= f($a y)
{ y = f(w,y) (6.7)

e facamos um estudo da geometria das orbitas em sua vizinhaca. O caso de uma
singularidade (zg, o) # (0,0) pode ser reduzido ao caso de singularidade na origem
mediante a mudanca variaveis (z,y) — (z — 2o,y — ¥o). Pela formula de Taylor, f
e g podem ser escritas como

{ f(a,y) = f2(0,0)z + £,(0,0)y + F(z,y) (6.5)
9(x,y) = 92(0,0)x + g,(0,0)y + G(z,y)
onde F' e G sdo o(|z| + |y|); a notagdo “o"significa o seguinte: h(s) = o(s)

se h(s)/|s|] — 0 quando s — 0. As expressdes em (6.8) nos sugerem que
o comportamento das orbitas nas vizinhancas da singularidade (0,0) deve ser
determinado pela parte linear do campo (f,g). Como veremos mais adiante isso
é “quase'verdade. Portanto, comecemos com o estudo de um sistema linear com

coeficientes constantes: )
' =ax+ by
{ y =cr+dy (6.9)

6.2.1 O Sistema Linear

Suponhamos que a origem seja uma singularidade isolada so sistema (6.9), ou,
equivalentemente, ad — bc # 0. Para facilitar nossas explicacoes, vamos introduzir o

vetor X e a matriz A:
T a b
=[] A=t

e assim (6.9) se escreve da forma
X' = AX. (6.10)

O sistema (6.10) lembra a equacao diferencial ' = ax, estudada no Capitulo 2,
cuja solucao geral foi
z(t) = ce™

Ocorre, entdo, a idéia de tentar solugoes de (6.9) ou (6.10) na forma

Y
{ Z:g)) B ?:M , ou equivalentemente, X (t) = Ce. (6.11)
=y

Substitutindo-se em (6.9), obtemos que ¢y, c2 e A devem satisfazer ao sistema

{ (a—)\)cl+b02=0

ccr +(d—Nea=0 - (6.12)
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Como estamos interessados em solugoes nao triviais (ci,ce), segue-se que o
determinante do sistema (6.12) deve ser igual a zero:

a— A b
c d— A\

‘:0@)\2—(a+d))\+(ad—bc):0. (6.13)

As raizes dessa equacao do 2° grau sao os valores proprios da matriz A. O
polinémio em (6.13) é chamado de polinémio caracteristico. Assim, obtidos os auto-
valores de A, voltamos ao sistema (6.12), de onde obteremos ¢; e ¢z e poderemos
entao escrever as solucoes de (6.9) na forma (6.11). Entretanto, como nosso interesse
central é obter uma descri¢ao pictérica das érbitas nas vizinhangas do ponto singular
(0,0), vamos reduzir o estudo de (6.9) aquele de um sistema equivalente, mais
simples. A Algebra Linear nos ensina que, através de uma mudanca de variaveis
no plano (z,y) a matriz A pode ser levada a um dos tipos abaixo, dependendo do
sinal do discriminante

A = (a — d)* + 4bc.

Sendo assim, temos quatro casos a tratarmos:

A0
B_lo u}’

onde \ # u sdo dois autovalores de A supostos reais.

03]

onde A € R é o unico autovalor da A.

() A>0

(i) A =0

(iii) A=0
s=l0 ]
A como em (ii).
(iv) A <0
o5 7]

onde a + i sdo autovalores de A.

O que quer dizer com A ser levada a B mediante uma mudanca de variavel é o
seguinte: existe uma matriz nao singular @) (a matriz mudanca de variaveis) tal que
B = QAQ™. Concluimos, pois, que a curva Y (t) = QX (t) é tal que

Y' = QX' = QAX = QAQ'Y = BY,
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e consequentemente, basta estudar o sistema (6.9) com a matriz de um dos quatro
tipos acima. Isso porque, apos obter as orbitas nesses casos, pode-se voltar as
varidveis originais X = Q'Y e o que acontece no plano de fases é apenas uma
distorsao das orbitas; distorsao significa rotacao em torno da origem, reflexao em
torno de uma reta passando pela origem, expansao ou compressao ao longo de dois
eixos.

Agora iremos analizar cada caso separadamente.

Caso (i). O sistema (6.9) se torna

{ ¥ =\x N { 2(t) = creM

Y =y y(t) = coe

Basta estudar as orbitas no 1° quadrante (nos demais quadrantes, as Orbitas
sdo obtidas por simetria); portanto para ci,cy > 0, obtemos:

it =M = y=ca'? x>0

Dai, sem se preocupar com a orientacdo, no momento, vemos que a curva
solucao tem o aspecto indocado nas figuras abaixo

b
a
0<Wi<l 1 <W/A
c d
Wi<0 Wr=0

figura 9.5

Observe que os casos extremos ¢; = 0 ou ¢ = 0 dao os semi-eixos como
orbitas. Observe que nos casos a e b, as orbitas, entram na origem ao longo de
uma dire¢do fixa: quando 0 < p/\ < 1 as inclinagoes das tangentes a oOrbita,
y' /2" — +00, e quando /A > 1 essas inclinagoes, y'/2" — 0.

Consegue-se a orientacao das curvas pela analise das solucdes na forma
paramétrica. Assim:

1. se A\, u < 0, as curvas em a e b tendem para a origem quando ¢t — +o0, e
al dizemos que a origem é um atrator;
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2. se A\, u > 0, as curvas em a e b se afastam da origem quando ¢t — 400,
neste caso dizemos que a origem é um repulsor;

3. se A< 0epu>0,teremos que a origem é um ponto de sela.

Pondo todas essas observagoes, juntas, obtemos as configuragoes A, B e C
abaixo. Usa-se também a expressao n6 para designar um ponto nodal.

A B
A<u<0 u<A<0
Ponto Nodal (estavel) Ponto Nodal (estavel)

I\
e

A<O<p
Ponto de Sela

figura 9.6

Caso (ii). O sistema (6.9) se torna

{ ¥ =\x N { z(t) = creM

Y =)\y y(t) = et 0 YT

e assim as curvas solucoes sao semi-retas como em d na figura D, e o espaco
de configuracoes é como o da figura D, abaixo.

D

A=un<0

Ponto Nodais (estaveis)

figura 9.7
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Caso (iii). O sistema (6.9) se torna

¥r=\x+y z(t) = (c1 + cot)eM
{ y=x { y(t) = coe™

Logo, os semi-eixos © > 0 e x < 0 sao curvas solucoes, correspondentes a
co = 0 e com orientacao dependendo do sinal de A. Basta considerar o caso
co > 0. o outro se seguindo por simetria. Suponhamos que A < 0. Vemos que
para t grande e positivo, x(t) > 0, e z(t) — 0 quando t — +4o00; além disso,
a curva corta o eixo y quando t = —¢y/cg, € x(t) — —oo quando t — —o0.
Neste caso, todas as orbitas entram na origem ao longo de uma determinacgao
determinada; de fato, y'/2’ = Aca/(Ae1 + Aeat + ¢3) — 0. Assim, obtemos a
configuragao em E abaixo

A=pn<0

Ponto Nodais (estaveis)

figura 9.8

Caso (iv) O sistema (6.9) se torna
' =axr— Py
y' =Pz +ay.
Neste caso, é preferivel usar coordenadas polares

x=rcos0, y=rsenl.

Dali,
2 =1"cos0—r0send, 1y =1r"sen0+ 10 cos0

de onde se segue
7' =a'cos0+y'sen0, 0 =r"1(y cos0 — 2'sen0).
As ultimas equacoes nos dao
r=ar 0=p

e dai

r(t) =ree®  0(t) = Bt + 0,
que sao as equacoes paramétricas em coordenadas polares da orbita que, para
t = 0, passa pelo ponto (rg,0g). Portanto, a érbita é:
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1. Um circulo, se a = 0;

2. Uma espiral logaritmica se a # 0; e a origem é um atrator se o < 0.
Além disso, a espiral é dextrogira se 8 < 0 e sinistrogira se 5 > 0.

L% %

a<0,3>0 a>0,>0

G3 G4
a=20
B>0
Centro

a<0,B<0 a>0,>0
Pontos Espirais
figura 9.9

Observagao 4 Um retorno as varidveis (x,y) do sistema (6.9) implica apenas uma
distorsao das figuras acima. Nas figuras A, B, C, as orbitas entram na singularidade
ao longo de duas diregcoes ortogonais; nas figuras correspondentes ao sistema original
haverd duas direcoes nao necessariamente ortogonais ao longo das quais as orbitas
entrarao na singularidade. Na figura E continuard a haver uma direcdao, nao
necessariamente um eizo coordenado, ao longo da qual as orbitas entram na origem.
Na figura F os circulos serao transformados em elipses.

Podemos, pois, resumir no quadro abaixo as varias possibilidades dependendo do
discriminante

A = (a —d)? + 4bc

e dos valores relativos de a, b, c e d:

A | ad —bc | at+d | Tipo de Singularidade
>0 <0 sela

>0 >0 <0 no6 estavel

>0 >0 >0 no instéavel

<0 =0 centro

<0 < 0 | ponto espiral estavel
<0 > (0 | ponto espiral instavel
=0 <0 no6 estavel

=0 >0 no instavel
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6.2.2 O Sistema Nao Linear

Pelas hipoteses feitas acima, as fungoes f e g podem ser escritas na forma (6.8),
com F e G continuas e o(|x|+|y|). Chamando a = f,(0,0), b = f,(0,0), ¢ = g,(0,0)
e d = g,(0,0), o sistema (6.7) se descreve como

{x’:a$+by—|—F(a:7y) (6.14)

Yy =cr+dy+ G(z,y)

Podemos, portanto, olhar o sistema (6.14) como uma perturbacao nao linear do
sistema (6.9). A origem (0,0) ¢ uma singularidade de (6.14) e, se supusermos
ad — bc # 0, tratar-se-4 de uma singularidade isolada e, neste caso, dizemos que
a origem é um ponto singular simples; caso ad — bc = 0, entao, a natureza da
singularidade depende fortemente da parte nao linear. Nas nossas consideracoes
suporemos sempre que a origem é um ponto singular simples. Como dissemos acima,
é de se esperar que a parte linear do sistema (6.14), isto é, o sistema (6.9), descreva a
geometria das orbitas na vizinhanca da origem; entretanto isso é aproximadamente
verdade. De fato, todos os fatos ou propriedades do sistema (6.9) que dependem das
desigualdades entre a, b, ¢ e d permanecerao inalteradas, como podemos verificar no
quadro acima. Aquelas que sdo caracterizadas por igualdades podem mudar. Mais
precisamente, temos os resultados abaixo.

(i) Se a origem for um atrator para o sistema (6.9), entdo também serd para o
sistema nao linear (6.14).

(ii) Se a origem for um ponto espiral para o sistema linear (6.9), entdo também o
serd para o sitema nao linear (6.14).

(iii) Se a origem for um ponto de sela para o sistema linear (6.9), entdo também o
serd para o sistema nao linear (6.14).

(iv) Se a origem for um ponto nodal dos tipos A,B para o sistema linear (6.9), entao
também a origem ¢ ainda um ponto nodal para o sistema nao linear (6.14).

(v) Se a origem for um centro para o sistema linear (6.9), entdo, a origem pode ser
um centro ou um ponto espiral para o sistema (6.14).

(vi) Se a origem for um ponto nodal do tipo D, entao a origem pode ser um no ou
um ponto espiral para o sistema (6.14).

Vamos ilustar (v) e (vi) com os exemplos a seguir.

Exemplo 26 Consideremos o sistemas:

Yy
Y, S —
In(z2 + 42)1/2
eyt A (6.15)
y=-v In(22 4 y2)1/2’
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o qual pode ser escrito, em coordenadas polares, como

b L
~lnr
r'=—r.

t onde ¢ > 0 é uma constante arbitrdria, e dai

Logo r(t) = ce™

B 1
lnec—t

/

= 0(t) =k —1In(t —Inc),

onde k = 0(to) + In(ty — Inc). Isso mostra que a origem € um ponto espiral para
(6.15), cuja parte linear tem a origem como um ponto nodal.

Exemplo 27 Consideremos o sistema:
L (6.16)
Y =z —yya?+ ¢ '

o qual pode ser escrito, em coordenadas polares, como

{ O: =1 (6.17)

r'=—r.

-1
Logo 0(t) =t + 09 e r(t) = <t+ %) sao as equacoes polares paramétricas da

solugao do sistema que, no instante t = 0, passa pelo ponto (rg,00). FEssa curva é
uma espiral, e assim a origem é um ponto espiral para o sistema (6.16). Observe
que a origem, para o sistema linear correspondete a (6.16), é um centro.

6.3 Retrato de Fase

Daqui em diante, a menos de mencao explicita em contrario, supomos sempre
que

(i) f: E — RN ¢ um campo de classe C' no aberto £ C RY;

(17) Todas as solugoes de 2’ = f(z) tem intervalo méximo I = R.

Definigao 23 Dizemos que a curva definida pela imagem {z(t)|t € I} C E da
trajetdria de ©’' = f(x) com x(0) = o € a drbita de f por xy. A qual é orientada no
sentido do tempo crescente.

Pelo que foi visto, uma mesma 6rbita é definivel por uma infinidade de solucoes,
bastando lembrar da invariancia por translagdo das solucoes de ' = f(x): cada
solucao fornece uma maneira de parametrizar o mesmo conjunto, que é a orbita.
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Por continuidade das solucoes, cada o6rbita é um conjunto conexo, ou seja, sem
interrupgoes, e também sem auto-intersecao. Pela existéncia e unicidade decorre,
em particular, que por cada ponto de E passa uma tnica 6rbita do campo f e ja
sabemos que as o6rbitas nao podem se cruzar. Isto diz que o dominio aberto £ do
campo f é totalmente particionado em 6rbitas do campo e, por isso, nos referimos
ao dominio £ do campo como o espaco de fase do campo.

Dois tipos importantes de oOrbitas no retrato de fase de um campo sao as
parametrizadas por trajetorias singulares e por trajetorias periodicas.

Definicao 24 A orbita de uma singularidade consiste de um inico ponto, a
singularidade, e podemos dizer que € uma orbita singular. Jd a orbita descrita
por uma trajetoria periodica € uma orbita periddica.

Para finalizarmos esta secao apresentaremos um conceito de conjugacao entre
dois campos de vetores, o qual é de fundamental importancia na teoria qualitativa
de equacoes diferenciais ordinérias, pois mantém as propriedades dinamicas dos dois
campos.

Sejam f; : By — RY e fy: By — RY dois campos de vetores com fluxos ¢} e ¢?,
respectivamente, e sejam x; € Fy e x5 € Fy dois pontos dados.

Definigao 25 Dizemos que o campo fi em x1, ou entdo que o fluro ¢} em xy €
localmente topotogicamente conjugado ao campo fo ou ao fluzo ¢? em o se existem
vizinhancas Uy de x1 em Ey e Uy de xo em Ey e um difeomorfismo g : Uy — Us tal
que g(z1) = xq €

¢*(t, g(x)) = g(¢'(t,2))
para qualquer x € Uy e cada t € R tais que ¢*(t,x) € Uy.

6.4 Fluxo Tubular

Nesta se¢ao iremos obter um modelo para o comportamento de qualquer campo
na vizinhanca de pontos regulares, ou seja, que nao sao singularidades. Antes disto,
apresentaremos algumas definicoes.

Definicao 26 Uma integral primeira da equacao diferencial ' = f(x) de primeira
ordem associada a um campo f : E — RY definido num aberto E C RN ¢ uma
func¢ao diferencidvel V : E — R que nao é constante em aberto algum de £ mas que
deve ser tal que

(Vox)(t)=0
para qualquer solu¢do v = x(t) de 2’ = f(x).

Em particular, cada solucao da equacao permanece confinada a uma tinica superficie
de nivel

Vo={z€FE|V(z)=a}
da integral primeira V. Note que o conceito de integral primeira leva em conta nao
apenas o campo f mas também o dominio £ do campo.
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Defini¢ao 27 Uma equacao diferencial o' = f(x) de primeira ordem associada a
um campo [ : E — RY definido em um aberto E C RN ¢ dita integrdvel se existe um
numero suficiente de integrais primeiras, a ponto de permitir identificar as curvas
definidas pelas solugoes da equacao.

Note que o conceito de integrabilidade, assim como o de integral primeira, leva em
conta nao apenas o campo f mas também o dominio £ do campo.

Exemplo 28 A equacao diferencial

T) = —To
xh =1
A
x5 =10

3 - . - . . . 2 2 ~
em R® ¢ integrdvel, pois Vi(x1,x9,23) = x5 € Vo(xy,29,23) = 27 + x5 sdo duas
integrais primeiras do sistema que permitem identificar as curvas definidas pelas
solugoes da equacao diferencial: as orbitas entao sempre simultaneamente dentro de
planos 13 = cte e de cilindros % + x3 = cte, ou seja, sio cilindros horizontais no
RZ’)
Xs

[

figura 9.10

Em geral, em R”, sdo necessirias n — 1 integrais primeiras Vj(z) linearmente
independentes para que as n — 1 superficies V; = cte, cada uma de dimensao n — 1
em RY, determinem a curva em RY. Esta afirmacio segue da Forma Local das
Submersoes.

Como modelo de equagao na vizinhanca de um ponto que nao é de equilibrio,
apresentamos agora o mais simples de todos os exemplos de equagoes diferenciais.

Exemplo 29 Consideremos o sequinte PVI:

y(0) = (Y1, Y2, s YN),
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onde f : RN — RN ¢ dado por f(y1,v2,...,yn) = (1,0,...,0). A solucio do PVI
(6.18) é y(t) = (y1 + t,y2, ..., yn). Logo, o fluzo de f é dado por

Ve(yr, Y2, - yn) = (1 + 1,42, - Yn)

A equacdo iy = f(y) € integrdvel, pois as projecoes Pi(y1,vya,...,yn) = Yi, com
i €42,..,N}, sio n — 1 integrais primeiras que permitem identificar as trajetdrias
do sistemas.

Dizemos que o fluxo do campo constante f é laminar ou tubular, pois todas as
trajetorias que estao no hiperplano afim y; = ¢ estarao no hiperplano afim y; = c+t
apo6s decorrido o tempo t. No caso tridimensional, o retrato de fase do fluxo laminar
£ & descrito pela figura.

figura 9.11

Em geral, dado um campo f : £ — RY dizemos que o ponto zy € E tem a
propriedade de fluxo tubular se existem uma vizinhanca U C E de z(, denominada
uma vizinhanca tubular de o, uma constante » > 0, um aberto W C R¥~! e um
difeomorfismo g : U — (—r,r) x W que conjuga o fluxo ¢, de f em U com o fluxo
v, do campo constante f(y1, s, ...,yn) = (1,0,...,0) em (—r,r) x W, ou seja, vale

Y(t,g(r)) = g(o(t, x))

para qualquer z € U e cada [t| < r. Em outras palavras, o ponto zy tem a
propriedade de fluxo tubular se o campo de vetores f, na vizinhanca de z(, é dado
por f, a menos da mudanca de coordenadas ¢g. Note que na vizinhanca tubular U
nao pode haver singularidades do campo.

Sejam f : E — RY em campo de vetores e xy € E um ponto regular de f.

Definicao 28 Dizemos que um hiperplano H contendo xy € uma se¢ao transversal
de f por xy se o vetor f(xg), colocado no ponto xo, nao estdi em H. Mais
precisamente, o hiperplano H é um espaco afim H = xo+V, onde V' é um subespago
linear de dimensao n —1; H é uma segao transversal de f(xo) € V.
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figura 9.12
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Por continuidade do campo de vetores, para cada x € H préximo de xq, o vetor
f(z) € H. No entando, isto ocorre apenas localmente, isto é, para z proximo de .

O proximo Teorema diz que, localmente em torno de um ponto regular, todo
campo se comporta como o campo constante f do Exemplo 29.

Teorema 12 (Teorema do Fluzo Tubular) Seja f : E — RY um campo de
classe C' no aberto E C RYN. Se xy € E é um ponto reqular, entdo xy tem a
propriedade de fluzo tubular.

Prova. Por hipotese temos f(z9) # 0 € RY e portanto podemos tomar uma secao
transversal H de f em zo; basta escolher H = o+ V, onde V = [f(z0)]" ¢ o
subespago vetorial de RY perpendicular a f(zy). Antes de mais nada, fazemos uma
mudanca de coordenadas para simplificar a notacao. Transladando tudo por —z,
podemos supor que zop = 0 € E e com um movimento linear rigido podemos fazer
com que H seja o subespaco linear [el]L =~ RN-1 vertical.

Isto significa que podemos supor que g = 0 € F e f(0) = ae; = (o, 0,...,0),
com o € R — {0} e que {(0,2s,...,2n)| 2, ...,xn € R} = [e]" = H é uma seciio
transversal de f por xg = 0 € E. Estamos buscando uma mudanca local de
coordenadas g(x) = y que coloque f na forma tubular. Resolvemos o problema
da seguinte maneira.

Pela continuidade do campo f, escolhemos um pequeno aberto W C H contendo
0tal que W C HNE e, paracaday € W, vale f(y) ¢ H. (Como estamos identificado
H com RY~!, podemos falar em abertos contidos em H; observe que também temos
(—€,¢) x W C E para € > 0 pequeno).

Considere a aplicagao h : (—r,7) x W — RY definida por

h(ta (Oa T2y eny xN)) = ¢(t7 (07$27 sy fBN)) = ¢t(07 T2, .., xN)?

onde r > 0 & pequeno. Assim, h é simplesmente o fluxo de f restrito a uma
vizinhanga da segao transversal e portanto ¢ de classe C'. Usando (6.3), obtemos

oh 9o

22(0,0) = =2(0,0) = £(6(0,0)) = (0) = aer
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Como h(0, (0,29, ...,zN)) = (0,29, ...xy), temos 8_(0’0) =1, para cada 2 < i < n.
x.

Isto significa que a matriz jacobiana Dh(0,0) = glz'ag(a, 1...,1) tem determinante
a # 0 e portanto é invertivel. Pelo Teorema da Aplicagao Inversa, h é localmente
invertivel em 0; sem perda de generalidade, podemos supor que € > 0 e que o aberto
Wo € W C HnN E sao tais que h|_cexw ¢ um difeomorfismo sobre um aberto
U C RY; seja g : U — RY o difeomorfismo inverso.

Resta mostrar que, em U, g conjuga o campo f com o campo laminar constante
Y = ey, ou seja, que Y, 0 g = go ¢, em U, para cada || < e.

Fixando = € U, sejam tg € (—€,¢) e ¢ = (0,¢1,...,cx) € Wy tais que
r = h(ty,¢) = ¢(ty,¢). Entao g(z) = g(h(to,¢)) = (to,¢) e, dado t € R, se
t+ty € (—¢,€), segue

¢i() = di(@(to, €)) = P(t + Lo, ¢) = h(t +to, )

e portanto

(gogu)(x) = g(du(x)) = g(h(t+to, ) = (t+to,¢) = Yu(to, €) = Yu(g(w)) = (Yrog)(x),

demonstrando o Teorema. m
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Capitulo 7

Estabilidade em EDO

7.1 Estabilidade para Sistemas de EDO

Consideremos a equacao diferencial
&= f(t,x) (7.1)

onde z = [x1(t),...,z,(t)]" e f(t,x) = [filt,z1,...,xn),. o, fultyxy, ... x0)]"-
Dizemos que um ponto zy é um valor de equilibrio de (7.1) se, e somente se,

f(t, o) = 0.
Exemplo 1 Achar o valor de equilibrio do sistema de equagoes diferenciais

dflfl dl'g

3

dt S (7.2)
Solugdo : Seja zp = (29, 29)™ um valor de equilibrio, entdao devemos ter: 1 — x5 =0
e (29)% + 2§ = 0. Isto implica que 2§ = 1 e 29 = —1. Temos que (—1,1)" é o

unico valor de equilibrio desse sistema. Nosso interesse consiste em determinar as
seguintes propriedades das solucoes de (7.1).

1. Existem valores de equilibrio g = (zf,...,z0) para os quais z(t) = ro ¢ uma
solugdo de (7.1)7 Vimos pela defini¢do de valor de equilibrio que se z(t) = o,
entdo x satisfaz (7.1).

2. Seja ¢(t) uma solucao de (7.1). Suponha que ¥ (t) é uma segunda solucao
com (0) muito proxima de ¢(0); ou seja, ¥,;(0) muito proxima de ¢;(0),
j=1,...,n. Sera que 1 (t) permanece proxima a ¢(t) para todo tempo t > 0,
ou ¥(t) diverge de ¢(t) quando ¢ vai para o infinito? Esta questdo se refere
ao problema de estabilidade (e é o que estamos interessados em estudar). E
este é o problema fundamental na teoria qualitativa das equacoes diferenciais
ordinarias.
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3. O que acontece as solugoes x(t) de (7.1) quando t se aproxima do infinito?
Todas as solugoes se aproximam dos valores de equilibrio? Se elas nao se
aproximam de valores de equilibrio ao menos se aproximam de uma solugao
periodica?

No caso de estabilidade vamos trabalhar com a fun¢do f em (7.1), dependendo
unicamente de x, tais equacoes diferenciais sao chamadas autdonomas.

7.2 Estabilidade de Sistemas Lineares
Seja © = ¢(t) uma solucdo da equacdo diferencial

o' = f(x) (7.3)

estamos interessados em determinar quando ¢(t) é estavel ou instavel. Comecemos
com a definicao formal de estabilidade.

Definicao 1 A solucio x = ¢(t) de (7.3) é estdvel se cada solugao (t) de (7.3)
a qual estd suficientemente prozima a ¢(t) em t = 0 deve permanecer prizima a
o(t) para todo tempo t > 0. A solugido ¢(t) € instdvel se existe ao menos uma
solugao ¥(t) de (7.3) que comeca prozima a ¢(t) em t =0, mas nao fica prozima
a ¢(t) para todo tempo t > 0. Mais precisamente, a solugao ¢(t) € estdvel se para
cada € > 0 existe 6 = 6(e) > 0 tal que

‘w](t) — (bj(t)| <e€e se ‘1/11(0) - ¢](O)’ < 5, j = 1, o, (74)
para toda solugao (t) de (7.3).

A estabilidade pode ser completamente resolvida para cada solucdao da equacao
diferencial linear

¥ = Az (7.5)
Para ver isto, temos o seguinte resultado.

Teorema 13 e Cada solugdo x = ¢(t) de (7.5) € estdvel se todos os autovalores
de A tem parte real negativa.

e Cada solugio x = ¢(t) de (7.5) € instdvel se ao menos um autovalor de A
tem parte real positiva.

e Suponha que todos os autovalores de A tem parte real < 0 e \y =i01,...,\ =
107 tem parte real zero. Seja \; = i0; com multiplicidade k;. Isto significa que
o polindémio caracteristico de A poder ser fatorado na forma

p(A) = (XN —io)™ ... (A —io) k(N

onde todas as raizes de q(\) tem parte real negativa. Entdo toda solugao
x = ¢(t) de (7.5) é estdvel se A tem k; autovetores linearmente independentes
para cada autovalor \; = io;. De outro modo, cada solugio ¢(t) é instdvel.
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Nosso primeiro passo antes de provar o teorema 13 é mostrar que cada solugao ¢(t) é
estavel se a solucao de equilibrio x(t) = 0 é estéavel, e cada solugdo ¢(t) é instavel se
z(t) = 0 é instavel. Para isto, seja ¢ (t) qualquer solugao da equacao (7.5). Observe
que z(t) = ¢(t) — ¢(t) é também uma solugao de (7.5). Além disso, se a solucao de
equilibrio z(t) = 0 é estavel, entdo z(t) = ¢(t) — ¥(t) permanecera sempre pequena
se z2(0) = ¢(0) — 1(0) é suficientemente pequeno. Consequentemente, cada solu¢io
o(t) de (7.5) ¢ estavel. Por outro lado, suponha que z(t) = 0 ¢é instavel. Entao
existe uma solucdo x = h(t) a qual ¢ muito pequena inicialmente, mas torna-se
grande quanto ¢ — co. A funcdo ¢ (t) = ¢(t) + h(t) é claramente uma solugao de
(7.5). Mais ainda, 1 (t) esta proxima a ¢(t) inicialmente, mas diverge de ¢(t) quando
t cresce. Deduz-se que cada solugdo x = ¢(t) de (7.5) é instavel. Nosso proximo
passo ¢é estabelecer o conceito de comprimento ou magnitude de um vetor. Isto nos
ajudara se tivermos de provar que n quantidade v;(t) j = 1,...,n sdo pequenas,
basta mostrar para uma tnica quantidade.

Defini¢ao 2 Seja © = (xy,...,2,)" um vetor com n componentes. Os nimeros
X1,...,T, podem ser reais ou complexos. Definimos o comprimento de x, e
denotamos por ||x|| como

||z|| = max |z1|, ..., |%,]-
Prova do teorema 13. a) Cada solugdo = = ¥(t) de 2/ = Az é da forma
Y(t) = et(0). Seja ¢;;(t) o ij-¢ésimo elemento da matriz e, e seja ¥?,..., 0

as componentes de 1(0). Entdo a i-ésima componente de 9 (t) é
vilt) = ¢i1(t)1/1(1) +oot ¢m(t)¢2 = Z ¢z‘j1/)?
j=1

Suponha que todos os autovetores de A tem parte real negativa. Seja —q; a maior
das partes reais do autovalor de A. E simples mostrar que para cada nimero —a,
com —a; < —a < 0, podemos achar um namero k tal que |¢;;(t)] < ke™®, ¢ > 0.
Consequentemente

()] <Y ke )] = ke >[4
j=1 =1

para algumas constantes positivas k e o Agora, |17 < [[1(0)]], tem-se
V@] < max [y, [ (t)] < nke™|[4(0)]]

Seja € > 0 escolhemos 0(¢) = ik’ Entao
n

9@ < esel[p(0)]] < d(e) e 20

Consequentemente, a solugao de equilibrio z(t) = 0 é estavel. b) Seja A um autovalor
de A com parte real positiva e seja v um autovetor de A associado a A. Entao |,
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Y(t) = ceMv é uma solugdo de 2’ = Ax para qualquer constante c. Se \ é real
entao v também é real e

@Il = lele™]lv]].

Claramente, |[¢(t)|| se aproxima do infinito quando ¢ — oo, para qualquer escoha
de ¢ # 0. Portanto, x = 0 é instavel. Se A = a+ 1 é complexo, entdao v = vy + vy
é também complexo. Neste caso,

TPy + ivy) = e (cos Bt + isenfit)(vy + ivs)

= e[(vy cos Bt — vosenfit) + i(visenfit + vacosfit)]

¢ uma solucao de (7.5) a valores complexos. Além disso,
V1(t) = e (v cos Bt — vsenSt)

¢ uma solucdo de (7.5) a valores reais, para qualquer constante c. Claramente,
[|1(t)]] € ndo limitada quando ¢t — oo, se ¢, v; e vy sdo diferentes de zero.
Portanto, z(t) = 0 ¢ instavel. ¢) Se A tem k; autovetores linearmente independentes
para cada autovalor A\; = io; de multiplicidade k;, entao podemos achar uma
constante k tal que |(e');;| < k. Portanto, || (¢)|] < nk||¢(0)|| para cada solugao
P(t) de (7.5). Segue de (a) que z(t) = 0 é estavel. Por outro lado, se A tem
menos que k; autovetores linearmente independentes com autovalor \; = io;, entao
' = Az tem solucgbes (t) da forma

Y(t) = ce"' v+ t(A —io; I )v]

onde (A —iojl)v # 0. Se 0; =0, entdo ¢ (t) = c¢(v + tAv) é valor real. Portanto,
[|Y(t)]| € ndo limitada quando ¢t — oo, para todo ¢ # 0. Similarmente, as partes
reais e imaginarias de ¢(t) sdo ndo limitadas, no caso em que o; # 0 e 1(0) # 0.
Portanto, tem-se x(t) = 0 é instéavel.(cqd)

Definicao 3 Uma solucio x = (t) de (7.3) é assintoticamente estdvel se ela é
estdvel e, se toda solugao 1)(t) que estd prozima de ¢(t) se aprozima mais ainda de

o(t) quando t — oco.( ou seja, limy o |[10(t) — B(t)]| = 0.)

Observagao 5 A estabilidade assintdtica de qualquer solu¢ao x = ¢(t) de (7.5) é
equivalente a estabilidade assintdtica da solugao de equilibrio x(t) = 0.

Eis alguns exemplos

Exemplo 2 Mostre que cada solugcao da equacao diferencial

7 = 0 =3 x
L2 0
€ estdvel, mas nao assintoticamente estavel.
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Solugao : O polindmio caracteristico da matriz A = ( g _03 ) é

p(N) = det(A — \I) —det( 2 - ) — X246

Portanto os autovalores de A sdo \ = ++/6i. Portanto, pela parte (c) do teorema
13, cada solugdo x = 9(t) de 2’ = Ax é estavel. Contudo, nenhuma solucao é
assintoticamente estavel. Isto segue do fato que a solugdo geral de 2’ = Ax é

0= it )7 (Vmengit )

Temos que, cada solugdo x(t) é periddica, com periodo 3—% e nenhuma solucao x(t)
(exceto z(t) = 0) aproxima-se de 0 quando ¢ — oo.

7.3 Estabilidade para sistemas nao lineares

7.3.1 Sistemas quase lineares

Na secao anterior tratamos da equagdo x’ = Ax. Consideremos agora a equagao
diferencial nao linear

= Ax + g(t, z) (7.6)
onde g(t,x) = (¢1(t,z),...,gn(t,z))” é muito pequena comparada a = e g(t,0) = 0.
Ou seja,

t
lim g(t, 2)
w0 ||z||

—0. (7.7)
Teorema 14 Consideremos o sistema quase-linear
¥ =Ax+g(t,z) (t,z) € (7.8)

onde 4 = {(t,z) € R x R™;||z|| < b}, A € um operador linear em R" cujos
autovalores tem parte real negativa, g é continua e g(t,x) = o(||z||) uniformemente
em t. Suponhamos ainda que o sistema tenha solu¢cao tunica em todo ponto. Entao
a solucao nula € assintoticamente estdvel.

Demonstragao : Existem p > 0 e k > 1 tais que |[e*]] < ke™®, Vt > 0. Ainda
mais existe d; > 0 para o qual ||z|| < é; implica que ||g(t, z)|| < %HxH, para todo

t € R. Dado ||z]| < § = %, seja ©(t) a solugao de (7.8) em Qs,, com p(0) =z e

intervalo maximal (w w+). Sabemos que

t
o(t) = ez + / =g (s, o(s))ds
0
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para todo t € (ww,). Como ||p(0)|| < 0, isto implica, para t > 0, que

t
o(0) < ke Plall + k| eI lg(s, (o)) ds
0
donde .
’) ILL S
e"llo(t)]| < Kll=[] + 5/ e"|lp(s)|lds
0
pela desigualdade de Gronwall, obtemos
el|o()|| < Kl|z|le"*, ¢ >0

Portanto,
o] < kf[a|le™W/2 < 1e7w/20 ¢ >0,

Afirmacao : w, = 0o. se ndo terfamos

0 = tlim |o(t)]| < re” WD+ < 5 (absurdo!)
— W4

Portanto, w, = oo, e da desigualdade
@)l < dre” @2 1> 0 se [|p(0)]| < d
segue que a solucao nula é assintoticamente estavel.

Corolario 1 Seja xq um ponto de equilibrio de
v = f(x), f:A=R", feC' ACR" aberto, (7.9)

e suponhamos que D f(xq) tem todos os autovalores com parte real negativa. Entdo
existem wvizinhancas U de xy e constante k > 0 e v > 0 tais que para todo x € U,
a solugao (t) de (5) tal que p(0) = x estd definida em U para todo t > 0, e
llo(t) — zo|| < ke |z —x0||, YVt > 0. Em particular, xy € assintoticamente estdvel.

Demonstracao : Considere z = z( + z e expanda f em torno de xy. Desse modo,

fzo+ 2) = f(xo) + Df(xo)(x — x0) + Ry(2), lim

=0 [[2]|

daf
7= Az + R,(2).
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7.3.2 Critério de Liapunov

Counsideremos um sistema auténomo
' = f(x) (7.10)

f: A — R" funcao de classe C', A C R" aberto. A solu¢ao de (7.10) passando
por x € A sera indicada por ¢,(t), com ¢,(0) = z. Seja V : A — R uma
fungdo diferenciavel. Ponhamos, para cada z € A, V'(z) = DV,.f(x), ou seja,
V(@) = SV (galt)) o

Definicao 4 Seja xo um ponto singular de (7.10). Uma fun¢do de Liapunov para
xo € uma funcio V : A — R diferencidvel definida em um aberto U, com xg € U,
satisfazendo as sequintes condigcoes :

(a) V(o) =0 e V(x) >0 Vo # x;

(b) V<0 emU.

A funcao de LiapunovV diz-se estrita quando

() V <0 emU— .

Nota: Seja A um subconjunto aberto do espaco euclideano R™. Um campo vetorial
de classe C*, 1 < k < oo em A é uma aplicacio X : A — R" de classe C*. Ao
campo vetorial X associamos a equacao diferencial

= X(z) (7.11)

Assolugoes desta equacao , isto é, as aplicacoes diferenciaveis p; I — A (I intervalo
da reta) tais que

dy

—r () = X(p(t)) (7.12)
para todo t € I, sao chamadas trajetorias ou curvas integrais de X ou da equacao
diferencial (7.11). Um ponto = € A é dito ponto singular de X se X (x) = 0 e ponto
regular de X se X(z) # 0. Uma curva integral ¢ : [ — A de X chama-se mdzima
se para toda curva integral ¢ : J — Atalque I C Je o = ¢|yentdo [ =J e
consequentemente ¢ = 1. Neste caso, I chama-se intervalo mdzimo.

Observagao 6 Ponto singular € o valor de equilibrio de (7.11).
O critério de Liapunov para o sistema (7.10) é:

Teorema 15 Seja xo um ponto singular de (7.10). Se existe uma fungao de
Liapunov para xg, entdo x¢ € estdvel. Se a funcdo for estrita, entdo x¢ €
assintoticamente estavel.

Prova: Seja § > 0. Afirmacao : Existe ¢ € R tal que V~!((—o0,¢]) C Bs(zg). Prova
1 1
da afirmagdo : Suponha V~!((—o0, =]) € Bs(xo), ¥n € N. Logo, 0 < V(z,) < —,
n n
z, € R" — Bs(zy) entdo

Tn, = 2, = €R"— Bs(x) }

V() = limp, 00V (Tn,) = = x # 29, V(r) =0 (contradicao )



V=((—o0,c)) é aberto e xyp € V7!((—o0,c)) Tome ¢ > 0 tal que B.(zg) C
V=Y(~o0,¢)). Se x : (a,b) — U é solugdo com x(0) € B.(xg) entdao xz(t) €
Bs(xp), Vt > 07?Sim. Pois (a,b) 3t :— V(z(t)) € Ree,

CZV( (1)) = (VV(2(1)),2(1)) = (VV(z(?)), f(x(1))) <0

Logo,
V(z(t)) <V(z(0)) <c, VE=0

como V(z(0)) € Be(xg) C V((—00,c)) entdo
V(z(t) <e, Vt=z(t)€V ((~o00,c)) C Bs(xg), Vt.

Isto prova que z( é estavel. Suponha agora que

CZV( (1)) = (VV(2(1)),2(1)) = (VV(2(1)), f(x(1))) <O (7.13)

temos pelo que acabamos de provar que xy é estavel e seja ¢ > 0 e p > 0 tal que

B,(z9) C V7 }((—o0,¢)) seja x : (a,+00) — U com z(0) € B,(xo) solugao de

& = f(z). Por (7.13) V(x(t)) é decrescente.

Afirmagao : limy_o.V (z(t)) = 0.

De fato, suponha lim;_ ..V (z(t)) = a >

J < Hx( )| < p. Considere o max(VV (x
em o

de a(= inf —(VV(z(t)), f(x(t))) = 0

0 entao deve existir 6 > 0 tal que
(1)), f(z(t))) < 0 chame este maximo
< [[z()[| < p) entao

diV(x(t)) <«

temos que V(x(t)) > limy o V(2(t)) = @ Assim
V(z(t)) = V(z(0)) +/O d%V(x(s))ds < V(x(0))+at, a<0

contradi¢ao quando t — +o00. (V(z(t)) — —oo absurdo). Suponha que existe ¢, —
+00, 7 > 0 tal que p > ||z(t,) — xo|| > r. Logo, V(2(t)) > min,>|jz—z0(>r V (x) > 0.
(compacto) Assim, 0 = limy, o V(2(t,)) > minjz_ze > V(2) > 0 (contradicao ).
Portanto, limy, . ||z(¢.) — zo|| = 0.

Temos o seguinte resultado que nos garante sobre a instabilidade de um ponto
de equilibrio.

Teorema 22 Seja E uma funcao real de classe C' em A e suponhamos que

(1) E(0) =

(i) VE - F >0 em A ¢;

(#ii) para todo € > 0, existe x, € A com ||xg|| < e e E(xg) > 0. Entdo a origem
€ instavel para o sistema



7.4 Construcao de funcoes de Liapunov

Encontrar ou construir funcoes de Liapunov de um determinado sistema, na
maioria dos casos, nao é uma tarefa facil. Mas em muitas situagoes podemos tentar
encontrar funcoes que se enquadrem dentro das condicoes de Liapunov, e desse
modo, podemos estudar a estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema. Vamos
comecar a nossa tarefa estabelecendo o seguinte teorema que nos dara condicoes de
encontrar funcoes de Liapunov, para muitos sistemas de equacoes diferenciais de 1¢
ordem no caso bidimensional.

Teorema 23 A funcao
V(z,y) = ar® + bxy + cy?

¢ definida positiva se e somente se
a>0 e 4dac—b>0
e definida negativa se e somente se

a<0 e dac—0b>0.

Prova. De fato,
V(z,y) = ar® + bxy + cy?

podemos escrever a fun¢do V(z,y) na forma

b b2 b2
2 2 2

que pode ainda ser escrita no seguinte modo

b\’ 4ac —b*\
V(.?Z,y) =a (ZL’+ %y) + <T) Yy

e daf notamos que

Viny) = >0 sea>0, dac—b*> >0
YT <0 se a<0, dac— b > 0.

o que demonstra o teorema. m
Vamos aplicar esse resultado no seguinte sistema.

Exemplo 11 Mostrar que o ponto critico de

dx 9
— =—1—z

. '
ey —ay
dt

€ assintoticamente estdvel.

105



Solucao: Procuremos uma funcao de Liapunov para esse sistema, considere

V(z,y) = ar® + bxy + cy?

temos que

V, = 2azx + by
e

Vy = bx + 2cy
assim

V'(z,y) = (2az + by) (—z — 2y®) + (ba + 2cy) (—y — 2%y)
=— [2@ (:L’2 + $2y2) +b (2:1:3/ + a2y + y:c?’) + 2c (y2 + ;EQyQ)]
se fizermos b = 0 e a,c > 0 entdo V' < 0 e V ¢é definida positiva. Desse modo, o
ponto (0,0) é assintoticamente estavel.

Um outro método de construir funcoes de Liapunov consiste no seguinte.

Counsidere o sistema
X' =AX (7.14)

onde os autovalores de A tem partes reais negativas. Seja ey, --- , e, a base canonica
do R" e, para cada 7, 1 < i < n, seja

Xi(t) = Xi(t,ei) = (wa(t), -, win(?))
solugdo de (7.14) que satisfaz X;(0) = e;. Entdao se Y = y1e; + -+ + ype, € R") a

funcao

é solucao de (7.14) satisfazendo X (0) =Y. Pondo
BY) = [ 1KY d (7.15)
0
observamos que se E(Y) converge entao

(i) E(Y) 2 0 e,
(ii) E(Y) =0 se, e s6 se, Y = 0. Em seguida, observamos que
2
Z (izin(t), - (1))

£ = [ Sowx) = [Ty
:/OOO (gyixﬂ(t),m ,gyixm(f)>

2

dt

n

2

dt
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Logo,

— Zyiyj /OOO ( xik(t)xjk(t)> dt

k=1

Basta agora mostrar que a integral

o
/ () (1)t
0
converge para todo k. Mas isto é consequéncia dos autovalores da matriz A terem

partes reais negativas.
Vamos mostrar que £ é uma fungao de Liapunov para (7.14), de fato,

mmmw=Aﬁm&xmmW&=AﬂWWMmW@:[ﬁwm%Wm

Logo,
) a [
S XX = 5 [ X X0) [ du = — X (2 X <
t

Exemplo 12 O sistema
tem por matriz

e valores proprios —1,—2. Neste caso, as solugoes X1, Xo tais que X1(0) = e; e
X5(0) = ey sdo

Xa(1) = [eot ] LX) = {69% ]
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Portanto, se Y = x1e1 + x9e5 entao temos que
- —t -2t _ |12
E(Y) = / |zeer + ye e dt
0

:/ (x2672t_|_y2674t) dt
0

IQ

2
_r. v
R

Definicao 5 Seja F € C' em ACR™, 0€ A, F: A — R" e xy € A. Entdo uma
funcio L = L(X) de R™ em R™ chama-se uma aproximacao linear de F' em xq se
L € linear em R" e

F(x) — F(w) — L(z) — L(wo)

im
|z —o[|—0 |z — xo|

=0

o F(z) — Flzo) — Lz — o)

lz—z0||—0 |z — x|

=0.

Em particular, quando xo = 0 entdao

i F(z) — L(x)

-zl =0 ||z — 0|

=0.

Teorema 24 Se F' € C! entao I tem uma aprozimacdao linear em xy e a matriz

-

desta aproximacao em relacao a base candénica de R™ é

OF; OF;
5o 3m
J = DTl
OF, OF,
or, Oz, R

J € a matriz jacobiana de F em xg e T' = DF. Para aplicar esses resultados ao
estudo de estabilidade, seja F' uma funcdo de classe C* em A contendo a origem, e
suponhamos que

(1) F(0) =0,

(7i) as partes reais de todas os autovalores proprios da matriz jacobiana J de F
calculada na origem sao negativos.

Nestas condigoes a fungao de Liapunov E = E(x) para o sistema linear X' = JX
¢ a matriz de Liapunov para o sistema nao linear X' = F(X).

Prova. De fato, sabemos que VE - JX < — || X||*. Logo

VE-F(X)=VE(X)- [JX + G(X))
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= VE(X)-JX + VE(X) - G(X)
<= IXIP+ IVEX)| IGX)|

Temos que VE(X) = 2AX (veja a prova no lema 5) onde ||A(X)|| < k| X|| para
alguma constante k real. Como

F(r)—-JX G(X
||)1<inrgo(\l)Tll Ao H H(XH)|| -
entao
I < 7 HXH
Logo,
VE - F(X) < = | X|P" + 2k | X]| - HX|I =3 HXH

Portanto, E é de fato, a funciio de Liapunov para X = F(X)
]

Lema 5 Para o sistema X = J(X) e a fungio E(Y) definida em (7.15) temos que
existe uma matriz A tal que VE(X) = 2AX e ||A|| < k para alguma constante
k> 0.

Prova. Por simplicidade, consideraremos o caso bidimensional. Sabemos

o 2
E(y1,92) Zzyzy]/ > it
K1

=1 j=1

= yf/ (m%l + x%)dt + 2y1y2/ (T11T91 + T12Tag)dt + yg/ (x%l + x§2)dt
0 0 0

temos que

E, = 2y1/ (z3, + 22,)dt + 2y2/ (x112T21 + T12@00)dt
0 0

e
E,, = 2y1/ (11221 + T12T02)dt + 2?/2/ ($§1 + x§2)dt
0 0
assim
VE(Y) =2AY
onde

A— fo a3, + aty)dt fooo(fcnfﬂm + T12%90)dt
Jo - (@11201 + 219299)dt Jo (@3, + a3,)dt

e como os autovalores de .J tém partes reais negativas segue que ||A|| < k para algum
E>0 =
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Exemplo 13 A equacdo diferencial

1
Li+Rm’+6x+g(x,m') =0
governa o comportamento de um circuito elétrico RLC simples quando x representa
a carga no capacitor, & a corrente no circuito, e g(x, &) as ndao-linearidades do
circutto. Suponha

dg dg
0,0) = =—(0,0) = =(0,0) = 0.
9(0,0) = 22(0,0) = 22(0,0)
O sistema de primeira ordem equivalente é:
T=1
1 R 1

Y= —EI - f?/ - EQ(%?J)

A aproximacao linear é:

HE I

1 R R? 4
“5(7* ﬁ‘ﬁ)

e como tém partes reais negativas, o teorema de Liapunov nos diz que a origem €
assintoticamente estdvel.
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Capitulo 8

O Teorema de Poincaré-Bendixson

8.1 Conjuntos Limites

Seja f : E — RY um campo de vetores de classe C'* definido num aberto £ C RV,
No que segue continuamos supondo que todos os campos sdo de classe C* e todas
as solugoes da equacdo diferencial 2/ = f(z) estdo definidas para todo ¢t € R; em
particular fica, assim, definido o fluxo ¢, : E — E de f para todo t € R.

Definicao 29 Dizemos que um conjunto C' C E € invariante pelo fluzo ¢; de um
campo f: E — RN se ¢,(C) C C para todo t € R. Mais precisamente, dizemos que
C' € positivamente invariante se ¢,(C) C C para todo t > 0 e que é negativamente
invariante se ¢:(C') C C para todo t < 0.

Definicao 30 O conjunto w — limite de um ponto x € E é o conjunto
Ly(z) = {y € Bl 3, = +ooe lim ¢ (x)= y} :
tn——+00
Definicao 31 O conjunto o — limite de um ponto x € E é o conjunto

Lo(z) = {y € E| 3t, > —oc0 e lim ¢ (z)= y} :
tp——00

A seguir, enunciaremos e provaremos as pricipais propriedades dos conjuntos
limites. Iremos enunciar todas as propriedades para o conjunto w — limnite, ja que,
os resultados analogos valem para o conjunto o — limate.

Na maioria dos resultados utilizamos de maneira essencial a propriedade de grupo
(6.4)

P10 s = Drys

do fluxo, apresentada na Proposicao 3.

Proposicao 4 Se y estd na orbita de x, entdo L,(y) = Ly ().
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Prova. Para provar este resultado, tomamos t tal que ¢;(x) = y. Seja z € L, (x),
de modo que exista uma sequéncia t,, — +oo tal que ¢, () — z. Entao

<= n1—1>1:1‘,-100 1, () = nl_lgloo Ot —t(Pe(x)) = ngffoo b1, —1(y)
e portanto existe a sequéncia t, —t — +oo tal que ¢, _+(y) — z. Logo, z € L (y)
e portanto L, (z) C L,(y). De maneira semelhante, como também z esta na érbita
de y, pode-se mostrar que L, (y) C L,(x) e portanto concluir que L, (y) = Ly (z).
[

Proposicao 5 O conjunto L,(x) € fechado e invariante.

Prova. Dado y € L, (), existe uma sequéncia t, — +o00 tal que ¢;_ (z) — y. Como
¢(z) € continua em z, para t fixo, temos

Hm  ¢ypy, () = Py (tnliriloo Ot,, ($)> = ¢:(y)

t+tn——+o0

e como t,, +t — +oo, resulta ¢;(y) € Ly, (z). Isto mostra que L, (x) é um conjunto
invariante pelo fluxo de f.
Para mostrar que L, (z) é fechado, mostramos que seu complementar é aberto.
Pela definigdo de w — limite, dado y € RN — L, (), existem ¢ > 0 e £ > 0 tais
que ¢y(x) &€ B(y), para cada t € R com t > ¢. Segue-se que B.(y) N L,(z) =0, de
modo que B.(y) C RY — L, (z) e portanto RY — L, (z) é aberto. m

Proposicao 6 Se C C E ¢é um conjunto fechado e positivamente invariante, entdo
L,(x) C C para cada x € C.

Prova. Dado y € L,(x), com z € C, existe uma sequéncia t,, — 400 tal que

y=lim ¢, (2).

tn—+00

Temos ¢y, () € C, pela invaridncia e portanto, como C é fechado, temos y € C.
Logo L,(x) CC. =

Corolario 2 Se a orbita de f por x é periddica, entao L,(x) € a propria drbita
periodica.

Prova. Supondo que a orbita v de f por = é peridédica de periodo ty, temos
Onto(2) = x para todo n € Z, pois ¢, (x) = & € Gnyp(x) = (dr, © ... 0 Py ) ().
Em particular, como nty — 400, x estd no seu conjunto w — limite e portanto
L,(x) C =, pela Proposicao 6, ja que 7 é fechado e invariante. Se y = ¢;(x) (para t
fixo) é um ponto qualquer na orbita periddica v, entao ¢ ini, () = O1(Ont, () =y
para todo n € Z, de modo que y € L, (x), pois t + nty — +00. Logo, v C L,(z) e
concluimos que v = L,(z). m
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Corolario 3 Se z € L, (x), entdo L,(z) C Ly(x).

Prova. Pela Proposicao 5, L,(z) é fechado e invariante. Dado z € L, (x), decorre
que L,(z) C L, (z) pela Proposicdo 6. m

Proposicao 7 Se a semi-orbita {¢(z) | t > 0} de f por x € limitada, entio o
congunto Ly (x) € nao-vazio. Reciprocamente, se o conjunto L,(x) é compacto e
nao-vazio, entao a semi-orbita {¢(z) | t > 0} € limitada.

Prova. A primeira afirmacao segue de imediato por compacidade pois, por hipotese,
a sequéncia x, = ¢,(z) é limitada e portanto possui uma subsequéncia convergente,
cujo limite é um ponto de L, (x).

Para provar a segunda, procedemos por contraposicao: supomos que a semi-
orbita {¢:(x) | t > 0} de f por x é ilimitada e provamos que L, (z) ndo é compacto.
Por hipotese obtemos, entdo, uma sequéncia de pontos ¢, — +oo tal que ||¢y, | —
400 para n — 4-00.

Seja y € Ly(z) um ponto qualquer. Por defini¢do, a trajetéria por x passa
infinitas vezes pela bola By = Bi(y) = {z €R"||z—y| <1} para tempos
arbitrariamente grandes: afinal, a trajetoria positiva por z acumula em y. Mas
também, por hipotese, a trajetoria por x deve sair para fora da bola B, = B,(y)
para tempos arbitrariamente grandes. Assim, para cada n > 1, por conexidade, a
orbita de z passa infinitas vezes pelo anel C,, = {z € RN | n <[z —y|| <n+1}.
Como C,, é um conjunto compacto, obtemos que C,, N L, (x) # (). Como isto deve
valer para cada n > 1, resulta que L, (z) ndo é compacto. m

figura 10.1: Um conjunto w — limite desconexo.

Na figura anterior um exemplo de um conjunto w — limite de uma trajetoria que
ndo é conexo, por ser a uniao de duas retas paralelas (ilimitadas). Pela Proposi¢ao
a seguir, este conjunto w — limite, como de fato ocorre, nao pode ser compacto.

Proposicao 8 Se o conjunto L, (x) é compacto, entao também é conezo.

Prova. Suponhamos L, (z) compacto e ndo-vazio e tomamos A e B abertos
disjuntos quaisquer de RY tais que AN Ly,(x) # 0 # BN L,(x). Basta provar
que L,(x) € AU B para estabelecer que L, (x) é conexo.

Tomando pontos y, € AN L, (z) e yp € BN Ly, (x), existem sequéncias t,, e s, que
crescem a +00 tais que n1—1>I—Poo O, () =y, € nl_lgloo ¢s, () = yp. Podemos reordenar
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estas sequéncias e supor, sem perda de generalidade, que s, < t, < s,.1, para cada
n.

Como o segmento de orbita I, = {¢i(x) | s, <t <t,} também ¢é conexo, nao
podemos ter I, C AU B e portanto deve existir um valor k,, tal que s, < k,, < t,
e ¢p,(r) € RN — (AU B). Como L,(r) é compacto, a semi-6rbita positiva de x
é limitada, segundo a Proposi¢do 7 e portanto estd contida num compacto. Assim
a sequéncia construida ¢y, (z) tem uma subsequéncia convergente para um ponto
y € RY. Como RY — (AU B) & fechado, temos y € RY — (AU B) e, como k, — +o0,
também y € L, (), de modo que L,(z) Z ANB. =

8.2 Os Teoremas de Poincaré e Bendixson

Nesta secao consideramos campos de vetores no plano, também denominamos
campos planares. No que segue, f = (fi, f2) : E — R? é um campo de classe C* no
aberto E C R? tal que todas as solugoes da equagao =’ = f(z) estao definidas para
todo tempo real.

Definicao 32 Uma secao transversal local, ou, simplesmente, uma se¢ao local do
campo f num ponto x € E € um conjunto S = HNW C E obtido pela interse¢ao
de uma vizinhanca W C RY de x em E com um hiperplano H por x tal que, para
cada y € S colocando a origem do vetor f(y) no ponto y, temos f(y) & H.

A seguir iremos enunciar alguns resultados que nos auxiliardao na demonstragao do
Teorema de Poncaré-Bendixson.

Teorema 16 (Teorema da Curva de Jordan) O complementar no plano de uma
curva de Jordan possui duas componentes conexas abertas disjuntas, uma limitada
e a outra tlimitada, cuja fronteira comun € a curva.

A utilidade do Teorema da Curva de Jordan é fundamental para o que segue
e pode ser ilustrada pela 10.1, onde a curva definida por por um segmento S e
um trecho da trajetoria x(t), ambos ligando x; a xs, definem juntos uma curva de
Jordan I' e assim determinam duas componentes conexas no plano, uma das quais
denotamos por U. Observe que o aberto U pode estar todo contido no dominio F
de f ou nao.

114



REXELETs

figura 10.2
Lema 6 (O Lema das Sequéncias Mondtonas) Seja x € S um ponto da se¢io
transversal local S de f. Se a trajetoria x(t) = ¢i(x) de f por x wolta a bater
em S para tempos crescentes 0 < t; < to < ... < t,, entao a sequéncia de pontos
T, = ¢, () € mondtona em S, no sequinte sentido: no segmento S, x,, sempre estd

entre T,_1 € Tpi1. Além disto, existem t, < t,y1 tais que x, = x 11 Se, e somente
se, a trajetoria de f por x € periddica.

Prova. A partir da figura 10.3 podemos nos certificar que, sempre que a trajetoria
z(t) = ¢+(x) bate de novo em S, as batidas subsequéntes determinam uma sequéncia
mono6tona. De fato, note que a trajetoria ¢;(x) = x(t), apds bater pela enésima vez
em z, = ¢ (r) € S com t, > 0, ndo pode mais sair do interior U da curva I’
determinada pela trajetoria e pela secdo transversal (que é a regido hachurada da
figura 10.3) pois, pela unicidade, a trajetoria ndo pode cortar a trajetoria nem pode
cruzar a se¢ao (onde o campo aponta pra dentro de U). Sendo assim, as subsequéntes
batidas formam uma sequéncia monétona em S, ou seja, x, estd sempre entre x, 1
e Tpir em S, para qualquer k£ > 1.

figura 10.3
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Além disto, se duas batidas distintas da trajetoria de f por x em S coincidem
entao a trajetoria é periodica (por defini¢do) e se duas batidas sdo distintas, entao
a trajetoria nao pode ser periodica, pois, como podemos ver na figura 10.3, uma vez
entrando em U, a trajetoria nunca mais pode voltar ao ponto de partida z,_;. m

Corolario 4 A trajetoria de um campo planar por um campo planar por um ponto
de um conjunto w — limite nao pode cruzar uma secao local do campo em mais do
que um ponto.

Prova. Para fixar as idéias, sejam S uma secao local do campo f : E -+ R?2eyc S
tal que y € L, (x) para algum = € E. Entao existe uma sequéncia ¢, — +oo tal que
T, = ¢, () = y. Como y € S, podemos supor também que z,, € S, projetando
pelo fluxo, se necessario.

Temos duas opcoes: a trajetoria de f por x é periddica ou nao é. No primeiro
caso, a orbita de f por x coincide com o conjunto w — limite de x pelo Corolario 2
e portanto L, (z) NS = {y} é um tnico ponto, pelo Lema 6.

No segundo caso, a orbita v de f por = nao é periodica e portanto os z, sao
pontos distintos de v N .S que convergem a y € S. Pelo Lema 6, a sequéncia v N S
completa é uma sequéncia mono6tona e sabemos que sequéncias monotonas s6 podem
ter, no maximo, uma subsequéncia convergente. Isto significa que L, (x) NS = {y}
¢ um tnico ponto, pois qualquer outro ponto de L, (x) N S produziria uma outra
subsequéncia de v N .S que convergiria a um outro limite. m

Proposicao 9 Se o conjunto w — limite de um ponto de um campo planar é
compacto e contém uma orbita periddica, entao este conjunto w — limite coincide
com a orbita periddica.

Prova. Sejam z e y tais que L, (x) é compacto, a 6rbita v de f por y é periodica e
v C Ly(z). Queremos mostrar também que L, (z) C v, de modo que L,(z) = é
uma Orbita perioddica.

Vamos supor que L, (z) € v, ou seja, que L, (x) —~ # 0. Por ser compacto, o
conjunto w — limite L,(x) é conexo e, como v é um conjunto fechado, resulta que
o complementar nao-vazio L, (z) — 7 de v em L, (z) ndo pode também ser fechado
e portanto existem um ponto y, € 7 e uma sequéncia yr € L,(z) — 7 tais que

lim vy, = yo.
k—4o00

Como yy € v, temos f(yo) # 0 e portanto podemos tomar uma se¢ao local de f
em yo; projetando pelo fluxo, se necessario, podemos supor também que y; € S para
cada k. Pelo Corolario 4, sabemos que L, (z) NS consiste de, no maximo, um tnico
ponto. Como y, € L,(z) NS para cada k, resulta que a sequéncia y; é constante e,
como Y — Yo, decorre que y, = yo € 7. Isto contradiz o fato que y; € v e portanto
estabelece que L,(x) C~v. =

Com estes resultados preliminares, podemos demonstrar o Teorema de Poincaré-
Bendixson.
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Teorema 17 (Teorema de Poincaré-Bendixson) Os iunicos conjuntos w —
limite compactos, nao-vazios e sem singularidades de um campo planar sao as
orbitas periodicas do campo.

Prova. Vamos provar que os tinicos conjuntos w — limite compactos, nao-vazios e
sem singularidades de campos planares sao as orbitas periodicas. Para isto, fixamos
um campo planar f : E — R? e um ponto z € F quaisquer tais que L,(z) # 0 é
compacto e f(y) # 0 para cada y € L,(z). Queremos mostrar que L, (x) é uma
orbita periodica.

Seja y € Ly,(z). Pelo Corolario 3, temos L,(y) C L,(x). Pela Proposicao 9,
basta mostrar que a trajetoria v de f por y é periddica, pois v = Ly (y) C Ly () e
decorre que L, (x) =y é uma orbita periodica.

Ora, por hipotese, L,(x) é compacto, de modo que L, (y) # () pela Proposicao
7, ou seja, podemos tomar um ponto z € L, (y). Por hipotese, z ndo pode ser uma
singularidade de f, pois z € L, (y) C L,(x). Podemos, entdo, tomar umasegao local
S de f por z.

Como z € L,(y), temos uma sequéncia y, = ¢ (y) — z com t — +00 e,
como na demonstragao do Coroléario 4, podemos projetar pelo fluxo, se necessario,
e supor que todos yr € S. Por outro lado, sabemos que L, (z) NS é, no maximo,
um tnico ponto, pelo Corolario 4. Como cada y, € v C L, (x), decorre que todos
yi coincidem, ou seja, pelo Lema 6, a trajetoria de f por y é periodica. m

Observacao 7 O Teorema de Poincaré-Bendizson nao é vdlido em RN com N > 2.
A restrigao tampouco € somente dimensional, pois embora o resultado seja vdlido
para campos de vetores na esfera bidimensional, nao vale no toro bidimensional. O
wngrediente essencial para a validade do Teorema de Poincaré-Bendizson é a cisao
do dominio do campo em duas componentes por qualquer curva de Jordan, o que
ocorre no plano e na esfera bidimensional mas nao no toro bidimensional nem nos
espacos euclidianos de dimensao maior do que 2.

Corolario 5 Um conjunto compacto, nao-vazio e invariante por um campo planar
contém pelo menos uma singularidade ou uma orbita periodica.

Prova. Se C é invariante por f, temos L, (z) C C para cada x € C. Se ndo existem
pontos de equilibrio em C, entdo ndo existem pontos de equilibrio em L, (x) e
portanto, pelo Teorema de Poincaré-Bendixson, L, (x) C C' é uma orbita periodica.
|

8.2.1 Aplicacoes do Teorema de Poincaré-Bendixson
Aplicagao 1.

Teorema 18 Seja f : E — R? um campo vetorial de classe C* num conjunto aberto
E C R% Se~y é uma drbita fechada de f tal que Inty C E, entdo existe um ponto
singular de f contido em Int~y.
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Prova. Suponhamos que nao existem pontos singulares em Int~y. Consideremos o
conjunto I' de 6rbitas fechadas de f contidas em Int , ordenadas segundo a seguinte
ordem parcial

M <72 — Inty; 2 Int .

Mostraremos que todo subconjunto S totalmente ordenado de I" admite uma
cota superior; isto é um elemento maior igual que qualquer outro elemento de S.
Um conjunto ordenado nestas condi¢oes chama-se indutivo.

De fato, seja 0 = {ﬂm, v € S}. Notemos que o # (), pois casa Int; é
compacto e a familia {m, Vi € S} tem a Propriedade da Intersecao Finita. Isto
é, qualquer intersecao finita de elementos da familia é nao vazia. Seja ¢ € o. Pelo
Teorema de Poincaré-Bendixson L, (q) é uma orbita fechada contida em o, pois este
conjunto é invariante por f e nao contém pontos singulares. Esta orbita é uma cota
superior de S.

Pelo Lema de Zorn, I tem um elemento maximal, x, pois [' é indutivo. Portanto
nao existe nenhuma orbita fechada de I' contida em Int . Mas se p € Int u, L (p) e
L, (p) sao orbitas fechadas pelo Teorema de Poincaré-Bendixson (pois ndo existem
pontos singulares). Como L, (p) e L,(p) ndo podem ser ambas iguais a p, uma delas
estard contida em Int u. Esta contradicao prova que devem existir pontos singulares
em Int u. =

Exemplo 30 A equacdo z" + 2* + 3 = 0 ndo tem solugdes periddicas.
De fato, o sistema bi-dimensional associado é

=y
y,:_$4_3a

que nao tem pontos singulares.

Aplicagao 2. (As equagoes de Liénard e van der Pol.)

Seja ¢ : R — R uma funcao de classe C! tal que
1. G(u) = / g(s)ds é impar em u; isto é, G(—u) = —G(u).
0

2. G(u) = oo se u — oo e existe 5 > 0 tal que se u > 3, G é crescente.
3. Existe a > 0 tal que G(u) <0se 0 <u < a.

A seguir enunciaremos um resultado que garante a existéncia de solucao periédica
para a equacao de Liénard.

Teorema 19 (Teorema de Liénard) nas condi¢des acima, a equagio de sequnda
ordem
u" + g(u)u' +u =0, (8.1)

chamada de equacgao de Liénard, admite uma solucao periodica nao constante.
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Prova. A equagdo (8.1) é equivalente ao sistema

{ ol = v —Glu) 52)

vV = —u
Anotemos as seguintes propriedades do sistema (8.2).
1. O tnico ponto singular de (8.2) ¢ 0 = (0,0) pois G(0) = 0.

2. Vé-se de (8.2) que toda solugdo (u(t),v(t)) é tal que u(t) é crescente onde
v(t) > G(t) e decrescente onde v(t) < G(t). Também v(t) é decrescente se
u(t) > 0 e crescente se u(t) < 0. Além disso, o campo (v — G(u),—u) é
horizontal no eixo v e vertical na curva v = G(u).

Segue-se que qualquer solu¢do de (8.2) saindo do ponto A = (0,v), com
vg suficientemente grande tem uma orbita com um arco ABCD tal como o
mostrado na figura 10.4.

3. As solugoes de (8.2) sao invariantes por reflexées (u,v) — (—u,—v); isto &,
(u(t),v(t)) € solucao de (8.2) se, e somente se, (—u(t), —v(t)) também o for.
Isto decorre de GG ser impar. Portanto se conhecemos um arco de trajetoria
ABCD como na figura 10.4, entao sua reflexao com respeito a origem também
é um arco de trajetoria. Em particular, se A = (0,v), D = (0, —v1) e v1 < v,
entao a semidrbita positiva que passa por A serd limitada, e, de fato, contida
na regiao limitada pela curva de Jordan J formada pelo arco ABECD, sua
reflexao com respeito a origem e os segmentos do eixo v que ligam os extremos
destes arcos. Ver figura 10.5.

VA

A

figura 10.4

A seguir provaremos que se vy ¢ suficientemente grande, v; < vy e 0 conjunto
L, (A) estara contido na regido limitada por J. Logo verificaremos que 0 é uma
fonte de (8.2) portanto L, (A) # 0 e pelo Teorema de Poincaré-Bendixson L,,(A)
serd, uma Orbita fechada. Isto terminara a prova.
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Vi

figura 10.5

1
Consideremos a fun¢ao R(u,v) = §(u2+02). Para uma solugdo u = u(t), v = v(t)
de (8.2) temos

Com referéncia a figura 10.4, temos
1
2 ABECD AB  Jep
dR dt dR dt
IIRVALNYE
/B;EC |: AB CcD dt du BEC dt dv
L/ /m} _“G +]/ G(u)dv.
AB cp] v—G BEC

As primeiras duas integrais tendem monotonicamente a zero quando vy — 00,
pois o denominador do integrando tende uniformemente para oco. Se F' (veja figura
10.4), é um ponto qualquer no eixo u, entre (3,0) e E, temos que

Wm:LmG@MMWMa—MW:—L G(w)dv =

EC

:/ G(u)dv>/ G(u)dv > FJ x FK.
CEB EK

A dltima desigualdade resulta de que G é crescentes e seus valores a direita de
F sdo maiores do que F'.J. Como FK — 0o se vy — 00 isto prova que ¢(vy) — —o0
se vy — 0o. Portanto, v? < v, se vg é grande.

dR
Por (8.3) se 0 < |u| < « E(t) > 0, portanto, 0 é uma fonte de (8.2); isto &, 0 &

o a — limite de todo ponto numa vizinhanca de 0. =

Corolario 6 A equagdo de van der Pol 2" +e(x® — 1)z’ +x = 0 com € > 0 tem uma
unica solucao periodica nao constante que é estdvel.
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Nosso segundo objetivo nesta secao é estudar outro resultado relativo a campos
planares.

Quando o dominio E do campo é simplesmente conexo, o classico Teorema de
Green d& uma restricao sobre o tipo de campo de vetores que podem ter uma orbita
periodica.

Proposi¢ao 10 (Teorema de Bendizson) Se o campo f : E — R? de classe
C' definido no aberto simplesmente conexo conexo £ C R? tem uma tinica drbita
periodica, entao ou div f € identicamente nulo ou troca de sinal em E.

Prova. Uma o6rbita periodica v de f é parametrizada pela solucao (xy,z5) de
/

¥’ = f(x) por um ponto qualquer de 7, de modo que dr; = fidt e dre = fodt
garantem que fidzy — fodry = (—fa, f1) - (dz1,dxs) = (—f2, f1) - (f1, fo)dt = OdL.

Assim,
//dwfdA // afl ] )dA = ij{fldxz fodzy =0,
8x1 8@

onde R é o interior de v, contido em FE, e a segunda igualdade é garantida pelo
Teorema de Green.

Como f é C' em E, o divergente de f é continuo e portanto a igualdade
J Jpdiv fdA = 0 garante que div f é identicamente nulo ou troca de sinal em R. m

Exemplo 31 O campo f(z1,75) = (v2 — a3, —23) tem div f(x1,79) = —32%, que
nao troca de sinal nem € identicamente nulo em conjuntos abertos de R?, portanto

f nao possui drbita periodica alguma. Olhando

Xo A
— 3
X, =X,
—
—»
R
>
'y X1
figura 10.6

para o campo f, cujo comportamento ¢ ilustrado na figura 10.6, isto nao € de
todo evidente pois o campo f tem um jeito de centro nao linear.
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Apéndice A
Preliminares

Neste capitulo introduziremos alguns conceitos e resultados basicos que iremos
utilizar nos capitulos subsequentes.

A.1 Linguagem basica da topologia

A.1.1 Conjuntos abertos

Seja X um subconjunto do espaco euclidiano RY.

Definicao 33 Um ponto xg € X diz-se um ponto interior de X quando existe § > 0
tal que B.(x9) C X. O conjunto de todos o pontos interiores de X é representado
por intX.

Definicao 34 Um conjunto X C RN chama-se aberto quando todos os seus pontos
sao interiores, isto €, quando para cada x € X existe 0 > 0 tal que Bs(x) C X.
Assim, X € aberto < intX = X.

Exemplo 32 Para todo conjunto X C RY, intX é um conjunto aberto. De fato,
se a € intX entao existe r > 0 tal que B.(a) C X. Se € B,(a), entao pondo
0 =r—||lz—al|, vemos que Bs(a) C B,.(a), donde B,.(a) C X e, portanto, x € intX.
Assim, todo ponto a € intX € centro da bola B.(a) contida em intX, o que prova
que intX € aberto.

Teorema 20 Os conjuntos abertos do espaco euclidiano RY gozam das sequintes
propriedades:

1. O conjunto 0 e o espaco RN sdo abertos;

2. A intersecao AyN...N A, de um nidmero finito de conjuntos abertos Ay, ..., A,
€ um conjunto aberto;
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3. A reuniago A = Uyer Ay de uma familia qualquer (A))aer de conjuntos abertos
Ay € um conjunto aberto.

Prova.

1. Um conjuntro s6 pode deixar de ser aberto se contiver algum ponto que nao
seja interior. Como () ndao contém ponto algum, é aberto. RY é obviamente
aberto.

2. Seja a € A. Entao, para cada i = 1, ..., k, temos a € A;. Como A; é aberto,
existe ¢; > 0 tal que By,(a) C A;. Seja § = min {0y, ..., }. Entdo, Bs(a) C A;
para cada i, donde Bj(a) C A.

3. Dado a € A, existe A € L tal que a € A,. Sendo A, aberto, existe 6 > 0 com
Bs(a) C Ay C A. Logo A é aberto.

Definicao 35 Um conjunto A C X diz-se aberto em X quando, para cada a € A
existe 0 > 0 tal que Bs(a) N X C A.

Exemplo 33 O conjunto A = (0, 1] é aberto em X = [0, 1].

Teorema 21 Seja [ : X — RY wma aplicacio definida no conjunto
X C RN, A fim de que f seja continua, é necessdrio e suficiente que a imagem
inversa f~1(A) de todo aberto A C RY seja um conjunto aberto em X.

Prova. (Necessirio) Se f ¢ continua e A C RY & aberto, tomemos um ponto
a € f71(A). Entao f(a) € A. Pela defini¢io de aberto, existe ¢ > 0 tal que
B.(f(a)) C A. Sendo f continua, existe § > 0 tal que z € X, ||z —al < § =
|f(z) — f(a)|| < e. TIsto significa que f(Bs(a) N X) C B.(f(a)) C A, donde
Bs(a) N X C f~Y(A). Logo f~1(A) é aberto em X.

(Suficiente) Se a imagem inversa por f de todo aberto de RY é aberto em
X; entdo, dados @ € X e ¢ > 0, como B(f(a);e) é aberto, concluimos que

= {z € X;||f(z) — f(a)|| < €} & aberto em X. Evidentemente, a € A. Logo
ex1ste d > 0 tal que B(a;0) N X C A. Isto significa porém que z € X,
|lz—al|l <= |f(z)— f(a)] <e, ouseja, que f & continua no ponto a. Como a € X
é qualquer, f é continua. m

A.1.2 Conjuntos fechados

Definicao 36 Um ponto a € RY diz-se aderente a um conjunto X C RN quando é
limite de uma sequéncia de pontos desse conjunto. De outra forma, é necessdrio e
suficiente que toda bola aberta de centro a contenha algum ponto de X. O conjunto
dos pontos aderentes de X chama-se o fecho de X e é indicado com a notacio X.
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Exemplo 34 Se X = QV € o conjunto dos pontos de RN cujas coordenadas sao
nimeros racionais, entdo X = RY.

Definicao 37 Um conjunto X C RY chama-se fechado quando contém todos seus
pontos aderentes, isto €, X = X.

Exemplo 35 Uma bola fechada Bfa; ] é um subconjunto fechado do espa¢o RN
pois se ||x|| < r para todo k e limxy, = b, entao, ||b|| = lim ||xg| < 7.

Definicao 38 A fronteira de X em RY € o conjunto 0X, formado pelos pontos
b € RY tais que toda bola aberta de centro b contém pelo menos um ponto de X e
um ponto do complemantar de X.

Exemplo 36 Seja X = [0, 1], entdo 0X = {0,1}

Teorema 22 Um conjunto € fechado se, e somente se, seu complementar é aberto.
Proposi¢cdo 3 S € aberto < SNOS =0« 9dS C 5S¢ < 9S° C 5S¢ & 5° € fechado.
Corolario 7 O fecho de todo conjunto é um conjunto fechado.

Teorema 23 Os conjuntos fechados do espaco euclidiano RY gozam das sequintes
propriedades:

1. O conjunto 0 e o espago RY inteiros sao fechados;

2. A reuniao FyU...UF, de um ndmero finito de conjuntos fechados Fi, ..., F, €
um conjunto fechado;

3. A intersecio ' = NyepF\ de uma familia qualquer (F))ser de conjuntos
fechados Fy é um conjunto fechado.

Definicao 39 Fizemos um conjunto X C RY. Um subconjunto F C X diz-se
fechado em X quando se tem F = X NG, onde G é um conjunto fechado em RY.

Exemplo 37 Seja X = {z € R;x > 0} a semi-reta positiva aberta. O intervalo
semi-aberto F' = (0,1] é fechado em X.

Teorema 24 Seja f : X — RY uma aplicacio definida no subconjunto X C R™.
A fim de que f seja continua, é necessdrio e suficiente que a imagem inversa f~1(F)

de todo conjunto fechado F C RY seja um conjunto fechado em X.

Eeﬁnigéo 40 Dados ¥ C X C RY.  Dizemos que Y €é denso em X quando
YNX =X, ouseja, X CY.

Exemplo 38 Q ¢ R — Q sao densos em R.
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A.1.3 Conjuntos compactos

Definigao 41 Uma cobertura de um conjunto X C RY ¢é uma familia (Cy)rer de

subconjuntos C\ C RY tal que X C U Cy. Isto significa que, para cada v € X,

AEL
existe um A € L tal que x € C).

Exemplo 39 X C U(x—e,x—l—e);e > 0.
zeX

Definicao 42 Uma subcobertura é uma subfamilia (C\)aerr, L' C L, tal que ainda
se tem X C U Ch.

AeL’

Definicao 43 Diz-se que a cobertura X C UC\ € aberta quando os C) forem todos
abertos, finita se L € um conjunto finito, enumerdvel se L é enumerdvel, etc.

Definicao 44 Um conjunto X C RY € dito um conjunto compacto quando toda
cobertura aberta admite uma subcobertura finita.

Exemplo 40 N C U (n—1/3,n+1/3), nao admite subcobertura finita.
neN

Teorema 25 Se toda cobertura aberta admite subcobertura finita, entao K € fechado
e limitado.

Prova. Em primeiro lugar, as bolas abertas de raio 1 e centros nos pontos de K

constituem uma cobertura aberta K C U Bi(z), a qual possui uma subcobertura

zeK
finita K’ C By(x1)U...UB;(z;). Assim, K estd reunido numa unido finita de conjuntos

limitados, logo é limitado. Além disso, K é fechado pois, se nao fosse, existiria um
ponto a € K — K. Entao, para cada « € N, tomamos A; igual ao complementar da
bola fechada B ;[a]. Para todo x € K, temos x # a, logo ||z —al|| > 1/i para algum 1,

o

o que nos da x € A;. Portanto, K C U A;, uma cobertura aberta, da qual extraimos

uma subcobertura finita: K C A;, Ul..l. UA;,. Como A; C A, C ... C A; C ..., toda
reunidao de uma colecao finita de conjuntos A; é igual ao conjunto de maior indice
na colegao. Assim, temos K C A; para algum i. Esta inclusao significa que a bola
B );la] ndo tem pontos em comum com K, o que contradiz ser a € K e prova o
teorema. ®

Teorema 26 Seja f : X — RY continua no conjunto X C RY. Para todo
subconjunto compacto K C X, sua imagem f(K) é compacta.
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Prova. Mostremos primeiro que f(K) é fechado em R™. Seja, pois, y € RY
aderente a f(K). Entdo y = lim f(xy),zx € K para todo k € N. Pela compacidade
de K, uma subsequéncia (zj,) converge para um certo ponto x € K. Segue-se que
Yy = lim f(zy,) = f(limzy,) = f(x), donde y € f(K). Agora, mostremos que f(K)
é 1iII;it?;dO. De fato, se nao fosse, poderiamos, para cada k € N, obter um ponto
z € K tal que |f(zx)| > k. Entdo a sequéncia (f(zx)) ndo admitiria subsequéncias

convergentes. Mas (z;) tem uma subsequéncia convergente, com lim xy, = = € K.
1—00

A continuidade de f nos da entao f(z) = f(limzg,) = lim f(xy,), uma contradicao.
]

Corolario 8 (Weierstrass) Toda fun¢ao real continua f : K — R, definida num
compacto K C R™, atinge seu mdrimo e seu minimo em K, isto €, existem pontos
zo, r1 € K tais que f(xo) < f(x) < f(x1) para qualquer x € K.

Prova. Com efeito, f(K) C R & compacto, logo yo = inf f(K) e y; = sup f(K)
pertencem a f(K), isto é, existem pontos zg,x; € K tais que f(zg) = yo e
f(x1) = y1. Entao, f(xo) < f(z) < f(z1) paratodo x € K. m

Teorema 27 Toda aplicacio continua f : K — RY, definida num compacto
K C R™, é uniformemente continua.

Prova. Suponha, por absurdo, que o teorema fosse falso. Entao existiriam ¢ > 0
e duas sequéncias de pontos zx € X, yp € K tais que |z — ui| < 1/k e
| f(zx) — f(yx)|| > €, para todo k € N. Passando a uma subsequéncia, se necessario,
podemos supor que limy, =y € K, donde lim z;, = y também.

Entdo, pela continuidade de f, viria ¢ < lim || f(zx) — f(ye)l| = ||f(a) — f(a)]],
uma contradicao. m

A.1.4 Conjuntos conexos

Definicao 45 Uma cisio de um subconjunto X C RY ¢é uma decomposicio X =
AUB, onde ANB =0 e 0s conjuntos A e B sao ambos abertos em X.

Observacao 8 Dada uma cisio X = AUB, temos A=X —BeB =X —A.
Logo, pelo Teorema (22), os conjuntos A e B sao abetos e fechados.

Exemplo 41 Todo conjunto X C RY admite pelo menos a cisdo trivial X = X U0.
Um ezemplo de cisao nao-trivial é R — {0} = (—00,0) U (0, +00).

Definicao 46 Um conjunto X C RY chama-se conexo quando naio admite outra
cisao além da trivial.

Exemplo 42 A reta R e o espaco euclidiano RN sao exemplos de espacos conezos.

Proposicao 11 A imagem de um conjunto conexo por uma aplicacdo continua €
um conjunto conero.

Proposicao 12 Um subconjunto X C R € conexo se, e somente se, € um intervalo.
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A.2 Espacos Métricos

Nesta seccao iremos introduzir alguns conceitos de espacos métricos, os quais
serao utilizados na demonstracao do Teorema de Picard.

Definicao 47 Uma métrica num conjunto M é uma funcaio d : M x M — R,
que associa a cada par ordenado de elementos x,y € M um nidmero real d(x,y),
chamado a distincia de z a y, de modo que sejam satisfeitas as sequintes condigoes
para quaisquer T,y,z, € M:

dl. d(z,z) =0;
d2. Se x # y entao d(x,y) > 0;
d3. d(z,y) = d(y,x);

d4. d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2).

Um Espag¢o Métrico é um par (M, d), onde M é um conjunto e d é uma métrica
em M.

Exemplo 43 Se M = R", entao

d(z,y) = V(1 —11)2 + ... + (2 — yn)?

para quaisquer x = (x1,....,%,), Y = (Y1,..-,Yn) em R™, define uma métrica em
M, denominada a métrica euclidiana. Um espaco R™ qualquer munido da métrica
euclidiana costuma ser denominado, genericamente, de espaco euclidiano.

Exemplo 44 FEste exemplo traz a métrica da convergéncia uniforme, ou métrica do
sup, a qual utilizaremos na demonstracao do teorema de existéncia e unicidade para
equagoes diferenciais de primeira ordem.

Indicaremos com B(X;R) o conjunto das fungées limitadas f : X — R.
Definiremos agora uma métrica em B(X;R) pondo, para f,g € B(X;R) arbitrdrias,

d(f,g) = sup |f(z) — g(z)|.

zeX
Proposicao 4 Verificando que d € uma métrica:
dl. Se f=g=d(f.g) = sup |f(z) —g(2)] =0
BAS
d2. Se f #g = d(f,g9) =sup|f(z) — g(z)[ >0

zeX

d3. d(f,g) = sup |f(z) —g(x)| = sup |(=D)[g(x) — f(2)]] = d(g, f)
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d4. Para provarmos a desigualdade triangular, devemos mostrar que:
sup(A + B) <sup A + sup B.

De fato, temos que supA > x, Vx € A esupB > y, Yy € B, entao
r+y <supA-+supB, Vr € A eVy € B, dai temos que sup A +sup B €
uma cota superior para o conjunto A+ B.

Logo,
sup(A + B) < sup A + sup B.

Portanto,

d(f,g) = sup |f(x) — g(x)| < sup|f(x) — h(x) + h(z) — g(z)| <

zeX zeX

<sup |f(z) = h(z)[ + sup |h(z) — g(2)| = d(f, h) + d(h, g)

zeX zeX

A.2.1 Espagos Métricos Completos

Definicao 48 Uma sequéncia (x,) em um espa¢o métrico (M,d) chama-se uma
sequéncia de Cauchy quando, Ve > 0,3ng € Nym,n > ng = d(zy, x,) < €.

Definicao 49 Diz-se que o espaco métrico M é completo quando toda sequéncia de
Cauchy em M é convergente.

Definigao 50 Seja E um espaco vetorial normado. Se o espago métrico (E,d),
com a métrica definida por

d(z,y) = ||z =yl

for completo, entao E € dito um espaco de Banach.

Exemplo 45 A reta e o espaco euclidiano RN sao exemplos de espaco métrico
completo.

Tendo posse destas definicbes podemos mostrar um resultado que serd de grande
utilidade na demonstracao do Teorema de Picard.

Teorema 28 (Teorema do Ponto Fizo de Banach para Contra¢ao)
Sejam (M,d) um espago métrico completo e T : M — M wuma contra¢ao, ou seja,
existe uma constante 0 < ¢ < 1, tal que, para quaisquer x,y € M, temos

d(Tz, Ty) < cd(z,y).

Entao existe um unico r € M tal que Tx = .
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Prova. Ezxisténcia: Seja 1 € M e defina x,.1 = Tx,, n € N. Afirmacgdo: (z,)nen
é uma sequéncia de Cauchy. De fato, para n > 1, temos

d(l’n, xn—&—l) - d(TIn—lu Txn) < Cd(xn—h xn)
e por inducao, sobre n, obtemos
d(l‘n, xn—i—l) S Cnild(xla I2)'

Entao para 1 < n < m, temos

(T, Tm) < d(Tny Tpg1) + oo+ d(T1, T) < 7 Hd(2y, 22) + .o+ 2 (2, 10) =
n—1 m—n—1 Cnild(xl’ C["2)
="z, 2)(1+c+ ... +c )S?
(x,) € uma sequéncia de Cauchy. Desde que M seja completo, existe T € M tal que
T, — T.
Afirmacao: Tz = . De fato, para todo inteiro positivo temos

ATz, xpy1) =d(Tz, Tx,) < cd(Z, )

e como d(z,x,) — 0, segue que x, — TZ. Pelo teorema de unicidade do limite,
temos entao Tz = 7.

Unicidade: Sejam z,y € X, x #y com Tx =, Ty = y. Entao
0 <d(z,y) =d(Tz,Ty) < cd(z,y) e, portanto, ¢ > 1, o que contradiz a hipotese. m

e como c¢" — 0, segue que

Proposicao 13 Se Y C R™ ¢ um espaco métrico completo entao
Bo(X,Y) ={f: X =Y, f é limitada}

é um espago métrico completo com a métrica do exemplo (44), para qualquer
X C R*,

Proposigao 5 Seja {f,} uma sequéncia de Cauchy em By(X,Y). Para cada x € X
fizado, a sequéncia x, = f,(x) em Y também é de Cauchy, pois |fn(z) — fm(x)] <
d(fn, fm). Por ser completo, existe em Y o limite y = lim f,,(x), o que, entdo, define
uma aplicagiao y = f(x) de X em Y. Observe que {f,} converge simplesmente a f:
0 que queremos € mostrar que esta aplicacio f € limitada e que a sequéncia {f,}
converge a [ no espago métrico By(X,Y).

Como ocorre com sequéncias de Cauchy, {f,} € uma sequéncia limitada em
Bo(X,Y), de modo que podemos tomar uma aplica¢io g9 : X — Y constante
qualquer e r > 0 tais que d(fn, go) < r para cada n € N. Dado x € E, temos

|f(z) = go(x)| = lim | f,,(7) — go(x)| < Hmd(fn, go) <1,

de modo que d(f,g0) < 1 e, portanto, f € Bo(X,Y). Finalmente, dado ¢ > 0
tomamos ng tal que d(fx, fn) < %6 para quaisquer k,m > ng. Fizando x € X e
n > nq decorre que |fr(z) — fo(z)| < 3€ para cada k > ng, de modo que

7(2) = ful@)] = Jim [fule) = fule)] < ge < e

Assim, d(f, fn) < € para cada n > ng, ou seja, imd(f,, f) = 0.
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Proposicao 14 Um subespaco fechado de espagco métrico completo é completo.

Proposicao 6 Seja Y C M fechado, com M completo. Dada uma sequéncia de
Cauchy (z,,) em Y, existelimz,, = a € M. ComoY ¢ fechado em M, tem-se a €Y.
Logo, Y ¢é completo.

Proposicao 15 Seja {f,} uma sequéncia de aplicacées f, : X — Y continuas que
convergem uniformemente para f: X — Y. Entao f também é continua.

Proposicao 7 Dados x € X e € > 0, tomamos n € N tal que d(f,, f) < %e.
Por continuidade de f, obtemos 6 > 0 tal que |fo(y) — fu(x)] < 3€ para qualquer

ly — x| < d. Segue que,

[f () = F@ < 1fW) = @]+ [faly) = fal0)] + [falz) = f(2)] <€

para qualquer |y — x| < §. Assim, f é continua no ponto arbitrdrio .
Dados subconjuntos X C R*¥ e Y C R™, denotamos por
C(X,Y):={f: X =Y, f écontinua e limitada}.

Assim, por defini¢do, C'(X,Y’) é um subespaco métrico de By(X,Y) com a métrica
do supremo e, pela Proposigao (15) é um subconjunto fechado de By(X,Y). Como
subconjuntos fechados de completos sdo completos, pela Proposigao (14), o seguinte
corolario da Proposigao (13) é imediato.

Corolario 9 SeY C R™ € completo, entao C(X,Y) é um espago métrico completo
com a métrica uniforme, para qualquer X C RF,

O espago métrico completo C'(X,Y) sera utilizado para mostrar a existéncia e
unicidade de solugoes de equagoes diferenciais.
Os préximos resultados nos auxiliarao na demonstracao do Teorema de Peano.

Teorema 29 (Teorema de Arzeld-Ascoli) Seja (K, d) um espago métrico compacto.
Seja F uma familia equicontinua de funcoes ¢ : X — R. Isto é, para todo € > 0
eriste 6 > 0 tal que se d(z,y) < § entdo |p(x) — ¢(y)| < € para toda ¢ € F.
Se F ¢ uniformemente limitada (isto é, existe M > 0 tal que |¢| < M para todo
¢ € F), entdo toda sequéncia {¢,} de elementos de F possui uma subsequéncia
{bn,, } uniformemente convergente em X.

Teorema 30 (Teorema de Aprorimacao de Weierstrass) Dada uma funcao f :

Bylrg] € RY — RN continua, entdo existe uma sequéncia de funcoes f, :

By[zo) € RY — RN, cujas componentes sao polinémios tal que, lim f,(x) = f(z)
n—oo

uniformemente em By|xo).
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A.3 Campos Vetoriais

Definicao 51 Um campo vetorial ? € uma aplicacao ? :Q Cc R" —» R™. Serd
conveniente interpretar F(X), X € Q, como um vetor aplicado em X.

figura 5.3

Exemplo 46 Seja ¢(z,y,z) uma funcio escalar ¢ : Q@ C RN — R. Se ¢ for
diferencidvel, entao o gradiente de ¢

VSO = (S0$17S0$27 R (pr)

€ um campo vetorial.

Definicao 52 Um campo vetorial ? :Q C R" — R" denomina-se conservativo ou
gradiente se existe um campo escalar diferencidvel @ : 2 C R™ — R tal que

Ve = ?, em €. (1.1)

Uma fungio ¢ : Q C R" — R que satisfaz (1.1) denomina-se fun¢do potencial de

A seguir, mostraremos um teorema que nos fornece uma condigdo necessaria(mas

nao suficiente) para que um campo vetorial ? : 2 C R" — R” seja conservativo.

Teorema 31 Seja ? : QQ C R" = R™ um campo vetorial de classe_>C'1 no aberto €.
Uma condi¢ao necessdria para ? ser conservativo € que rot? =0, em (2.

Prova. Por questao de simplicidade suponhamos n = 3 e ? = Pi+ Qj‘#— RE.
Supondo F' conservativo, existird ¢ : Q C R3 — R tal que

Vo= F, em ().
Como ) )
Ve = ol + y) + 0k = Pi+ Qj+ Rk = F,
temos:
P = P
Py = Q
Pz = R
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Como F é de classe C!, resulta que ¢ é de classe C%. Assim:

2
)

or =~ Oydr (9_1/
Op oo v _0Q "
dy °  0xdy Oz
Ja que ¢ é de classe C?, usando o Terorema de Schwarz, temos:
P Py
dydx  Oxdy
e, portanto
or _0Q o
dy  Ox’ '

De modo anéalogo, conclui-se que:

or _on o _on
0z  Ox 0z Oy

Logo,
i ]k

roF =VxF=| 2 00 (g, Q)i (R~ P)]~ (Q~ P)F =T
Oor Oy 0z
P Q R

Teorema 32 Se ? :Q C R™ = R” for um campo vetorial continuo e conservativo,
se p: QCR"—= R for uma fun¢ao potencial para F (Vo = 7) e sey:la,b] = Q
for uma curva de classe C, com A=y(a) e B=v(b), entao:

Aﬁ-dv = va-dv = ¢(B) — p(A).

Prova. De fato, sendo ¢ uma fungao potencial para ? e sendo ? continua, resulta
que @ é de classe C! em €. Pela Regra da Cadeia:

2 (o) = oy ()4 (1) = Fr(6) /(0.

Dali,
/ﬁdv = / 7(7@))'7’(0 = [p(v(1)]% = @(1(b)) — ¢(v(a)) = @(B) — (A).
||
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Corolario 10 Se ? :Q C R —= R é um campo conservativo, entao
/ Fdy=0 (1.2)
8!

para qualquer caminho fechado 7y : [a, b] — Q.

Observacao 9 Campos de wvetores aparecem em Mecinica, como exemplo, os
campos de forca. Se for um campo de forca, entio a integral (1.2) é definida
como sendo o trabalho da forca F ao longo do caminho .

Definicao 53 Dizemos que ) € conexo por caminho quando quaisquer dois pontos
A e B de Q), existe uma poligonal contida em 2 e com extremidades em A e B.

Vimos no teorema anterior que se ? for conservativo e continuo em {2, entao
a integral de linha f?d? serd independente do caminho de integracao em ().

Provaremos a seguir que se [ ?d? for independente do caminho de integracao em

(), entao ? serd conservativo em (2.

Teorema 33 (Eristéncia de fungao potencial): Seja ? :Q CR" — R™ um campo
vetorial continuo no aberto conexo por caminhos (). Suponhamos que f?.dv seja
independente do caminho de integracao em €. Seja A € Q. FEntdio a funcao

v :Q CR”— R dada por
X
p(r) = /A Fay

€ tal que V(pz? em €.

Prova. Faremos a demonstracao no caso n = 3. Seja, entao, F — Pi+Qj+ RE.
Vamos provar que:
00 _ o, 0
or oy 0z
Seja X = (x,y,z) € 2, como ) é aberto, existe uma bola de centro X contida em
Q2. Tomemos h > 0, tal que o segmento de extremidades X e X + hi = (z+ h, y, 2),
esteja contido nesta bola. Temos:

P(X + hi) — p(X) _ /AXW?-C” - /jﬁdv ) /XXW?.CM.

h h h

Qe = R.

— —
Seja y(t) = X +ti ;t€]0,h];~éuma curva ligando X a X + ti. Entdo:

[ Fan= [ Fawn o
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Como +(t) =7 ¢ P(x(t)) = P(y(1)7+ Q1(1)] + R(x(1))F, resulta B ((1)) (1) =
P(v(t)). Assim,

(X + h?) — o(X) /0 P(~(t))dt
h —

aplicando o limite, obtemos:

h—0 h h—0 h

aplicando L’Hopital:

tim AL =) _ oy pis () = Pla(0) = PLX).

.0 o :
Entao a_cp = P(X). Com raciocinio idéntico, conclui-se que
x

O _

Qea—gp:RemQ.
dy

0z

Portanto, Vo = ? em (). m

Teorema 34 Seja 2 um aberto simplesmente conero. Seja ? :QCR* = R” um
campo vetorial de classe C', com rot F' = 0, entdo ? serd conservativo.

Prova. Faremos a demonstracao para n = 2. Basta mostrarmos que

P,=Q. (1.3)

/a? —0. (1.4)

Sem perda de generalidade podemos supor que « é um caminho fechado simples
(isto &, sem interseccoes). Seja D o aberto delimitado por o. A hipdtese de ) ser
simplesmente conexo implica que a fronteira de D é a. O Teorema do Divergente

nos diz que
L?:/Ddiv(—Q,P),

onde div(—Q, P) = —Q, + P,. Portanto, usando a condicao (1.3) obtém-se (1.4).
n

implica
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